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�see Appendix� in the Supplement to this paper.) Without loss of generality,
we assume that the initial values for �
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Step 3. Applying the functional central limit theorem and the continuous
mapping theorem to ���� � we can show that as � ��

��, ��
��

TD��

�
���� ��

��

� ���
��

� ����

�
�

f
�

�
�

�
B�

�
����� �

��
�

�
�������

�
�

and

�� �
′
��

�

� � � �
�
�− 1

�
�

�
�

�� ������� ���	 ���� �
�� �

��
	 � 
�����

Remark 1 ���� �������� 	 
�� 
� ��� 
��������� ������������� ���
� ��� � � � �∗� ���

�
T ��� � � � ��� ��� ������� 	
� ��� �
��������

��
���	
����
 ��
�
� ���� �� ���� ��� � ������ ��� ����
�������� �
����������

�����
�� ��� ��� �
�������
 ��� �� and �� in our model are
�
��inconsistent,

the ���-based estimator �� �� ������������� �	 �
��	�����������

���� �� �����	� 
�� �
� ��
��� ��

������	 �	 �t ������ ��� ���	
�����



�
�
���� �� �̂� ��� ��� ��� �� �� ��� 	�
���	� 
�	� �� ������ ��� �����

�� � �� ����� � ��� � ��� � � �� �

�t � ��t�� � v�, � ρ �< �

z� � z�−� + ���

� = 1� 2� � � ����

����

����� �� � ���������� ��

�
� and �� � ������� ��� �2

2
� ��� ������� �	 
� ����
���

����� ���� � � �� ���� ������� �	 ��� �	��� �� ����� �� ���� ����� ���

����
�	��� ������
���	�� 	� ��� �� ��� �	 ��� ����� �� ��� �	��	���� �	�	��������

��� 
�		�� ��� ����� �� �� ������� �����	� 	� ���� 
�
��� ����� �� 	
�����
��

��	� ��� ����	�� �
	� ��������

  



��������� � In model ( 20), we have
(a) ����(α̂ − �� � �

��
��� ������� − �� � ���
��� �������− �� � ���
���
√
� ��� − �− ��� ⇒ ���� �	�

�
��

���
�
� ��� � � � ���� �

�−�
���� ���

�
��

���
√
� ���−�−���⇒ ���� ���

�
�� �

���

�����
�
�

�
��

�
������

�
�

�
��������������������������∗���

�
�

�
��

�
�������

∫
�

�
���������

�

in which

�
�

�

�

��

� ��

� �

�

1��
�
�

� �
�

� −

�

���
�
�

�

���

� � ��
��

�
��

�
� � ��

��
�
��

�� � −
�

���α)�(1�ρ)Q�

��2 � � �

�����������
�

�

������������
] �

Q�

�

�̃
�

�
= �

�

�
�
�

�
�
�

�
+ �

�

�
�
�

�
+ �

�

�
�
�

�
�

�
�
= � �

���
��� ��

� −

�

���
��� �� � � �

���
�� �

������3

�

� �
��

�

�

��−��)(1−��)
�

�2 � � 1

1��
�� 1

1��
�
�
1

0
�2�����1���−

1

2
� �

1��
�� �

���
����

�
��� � ��

�
��

�� � � �

����
�� �

���
��σ�

� �
��������

�

������������������
.
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The calculated values of �� and �� are given in Table 1.

It can be seen that the difference between �� and �� becomes large as �

increases. Moreover, the values of �� are generally larger than those of �� if

� �� �� the difference becoming small as the sample size increases. Judging

by the ��� criterion, �� is superior to ���

15



� �������	�
 �������

�� ���� ���	
� �	 
	�	���	
 �� ���������� ��	�
� ��
 ��	 	�������
� �� � �	��

	
�� ����
	�
	����	 
���
����	
 ��� ��
	� ���� �	
����� ��

	���	
 
����
����	�

��
 ���	�
��	
 
	�
	���
�� �� ��� ����
 ���� ��	 ��� 	�������
� ��� �� ���
ˆ� ��� ��	 �	
�	����� 
�	�
�	��� ��	

�
T �inconsistent ��� ���	 ���������


������ �������������� ��� ���� ��	 OLS����	� 	�������� �� ��� ��� ���	
���

���
����� �� � 
����������� ����� ���������������� ��� ���� � ����������� ��


�������� ������������� ���������� �������� ����������� ��������� ����� ������

�� ���������� ��������� ��� ��� ��	������� ���
������ ��� ��� ���	
��� ����


������ ��� �� ���������	� ������������ �� �������� �� ����������� ���������
�� ��� ��� ���	
��� ���
������ �������� �� �����������	 ��� ���	���� �����

�� ��������� ��� ������ ����������� �� ��� ������������� ��� �������� ��� ��


�������� ���������� �� ��� �������� ���������� ����� ����� �����������

������ ���� ��� �������� ��������� �� �� ���
���	
��
 �� ��� 
��
�����

����������

 !



�����  � ���������� �� �� ��� �� �� ���
� �"# �$%& �$ && �$%&&

��� �	 &�&&' (! &�&&&))* &�&&&&&'

�	 &�&&'%+' &�&&&, ' &�&&&&&'

��� �	 &�& ')() &�&&'!(* &�&&& %&

�	 &�& ')** &�&&'&( &�&&&  %

��� �	 &� & ++) &�&*))  &�&& *+*

�	 &�  !%%+ &�& ,,+( &�&&&!,+

-���� �	 � �

����

�
����

���
���� − ��� ��� �� � �

����

�
����

���
���� � ����

17



����������

��� ������	 
��� 
����� ���������	�� �� 
���	��	��
 �	�� 
��	��	 ���� 
����	
��� �����

��� ����� ��	 ��!� 
���"� �	�� 
��	�� ���
��	�� #���$� ��	 ��% #���$� ��
&��'��(� � #��((�

�)� *������	 +�	 ,� ������ �	 �� ,����$��	 ��- *� �� ����� 
����� ./(0
 ��� ��� �� !�����$ 1�2��((��� �� � �� 3� �2�� �- #��$�((	4 ������
 ��


���	��	��
 �
���	�� ��� ���������	 "�	 55� ���0)6)�

�"� #���	 ���� ��- #�7�8� #�����5( 
��9�� .: � �( �$�� 3�;����$� �� 1�2��((���(
�� � 3� �2�� �- #��$�((% #�� �4	 ���������	� ������� <	 55� �<0�)��

�<� #�����5(	 #�7�8� 
��9�� ,��� :����( 1�2��((��� �� � � &�� 1�� 	 ������
����	��	 <<	 55� ���0)6��

��� 
�� �	 �� 
��9"� ��������	� ������ ��� ���������	�	���	 �$�-���$
#��((	 3�7�

�9













���������� �	

��
���	��� ��	������� 	� ��� ��������� �� ���
��	
���	 
������	� �	 � ��	���� ����� ����

�	��
����� ��
������� �	� �������� 
��������� �������

������ ����	 
���
� ���������	 ��� ���
��� ���������
������
���� ����������
�������
��� ����������

������������ �� ������� ���������

������� ��������  !! 

���� ������	�
� �� �
����
 ��
 
����
� ��� �
� �
��
����� �
 ��� �
����

�
� ��
������
� ��
 ����	������ Pr�������� �� �	� 
�������� �� �	� 
�������
��������� �� � ������� ����� ���	 ���������� ���������� ��� �������� ����
������� 
�������  � !" ���#���� �" ��$���� ��� %" &� '())(* '	��������	
��&*"

Appendix A

����� �� (7) �� ���	 +����� �� ��,� �	� ����� ��
�
�

���
� ��

�
� ���

������� ��	� ����� � � ���� � � � � �� 	
� ��� 
���� �� � � � �	� � �� ���

�� �	
 �
���

�

� �� �
�
�

�

�� � ���� �� � ���� � � � �� � ����
�

��

���

κ�

�− ���

���

� (�) ≡
��

���

�
�
��
�

B �L�

� �A �L�
�

��

���

�k� ���

� � �k�
�

��

i��

q�

j��

βj

�
p�

k��

κkλ
i
k

�
Li�j.

������ �
�

�
=

�
�

���
���

�
� ��� � � �, �, � � � , κ

�

�
� � ��� � � �� �� �� �	��
� ����

�
	�

�
�
� �

�
�∗

�
� �

�
�∗

�−�
� � � �� �

q
��

i�q�

�� ���� ����

��

���

� |�
�
| ≤ |�

�
|
��

�=0

� ��∗
i
�+ ��

�
�
�∑

���

�

�
��

�

���

�
�� · · ·�

�
��

�

�
�

�∑

���

�

∣∣��
���

∣∣ �

19



where
��

���

� ���
i
� � ����

��

���

� ����
�
+ · · ·+ |��|

∞�

i��

� ��p�
i
��

since ���� � � for � � ���� � � � � �� We can similarly prove that
�
�

�=0
�

�
���

���

�
� �

�, j � �,�, � � � , q. �� ������� ��	�

�∑

���

� ��
�
� ��

holds. We can prove
�
�

���
| �

�
|�∞ �� ��� ���� �����	�

�������� �


� ������ ��� ��
������� ����	�������� �� ��� ������������	 (11) ��

���� ��� �	

	���� 
�

� �� �����
� �� ��

� �� (��)���������������
�������

(��� ��� ��� � � � � ��−��
′

��� ��������������� ������� �a�, a�, � � � , a��
�

� ��� �� ���

����� �� ��� �	
 �
��
� ���� ��� �y�� �� ����� ��� �� 		
, �� ��
�

�a� �√
�
�
′
�� ����������

��� �

�
�

′
�� � ���

�
�

�
������������

��� �

T ����
�
�⇒

�
�

�
�2������

��� 1

� ��
�
��

�
1

0
B

�

�
�r�dr�

�e� ��
�
W

�
� =

�
���� +��� + �� (1) �

�����

��� � �
�

�

�
∞�
���

�
�
����

)
�����������

�

��� =

�
�� �

� �������
�������������

�
�
��

�√
�

��

���

��−�−�−���−�

�
��

������···��−�

�

(
�

�∑
i��

∞�

���

�
∗
� ��

�√
�

��

���

��−�−���−�

�
������···��−�

�

��



�f� ��
T
�

�
� �

�
��
j��

�j
��
T

T�
t��

�t�k�t�j

�
k��,�,���,q��

� �
��

�

��� ��
T
�

�
��

�
φ ���B� ����

�
δ �

∞�

���

��
�

�
�� ���

�
1��

��� �√
�
�

′
1⇒ B� ������

��� �

�
�

�
z� � ���

�
1

0
�2 ��� ��1 ����

1

2

�
� �

��

���

��
�

�
�B�

�
��� � σ�

�
� � f���

��� �

T
� ′

��
�

�
�B�

�
��� � σ

�

�
��� � f�� ;

(k) �

�

�
W

�
W W

�
V

V
�
W V

�
V

�
�

�

�
E �� �

� � � �� �
� �

� �� �
� � � �� �

� �

)
� ���

�����

� �� �� � �




�
�a�
� �

�a�
� � � � �

�a�
p�1

�
(�)
1 �

(�)
0

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

�

� �
(�)
1

�
(�)
��1 � � � γ

���
� γ

���
�

�
�����

,

γ
���
�
� � ���

���� � �
�

�

��

i��

�
i
�

i�k + �
�

�

∞�

���

�
�

�
�
�

���
� � � �� �� � � � , p� �,

E �W �V � � �σ�

�

�
����

�
�

�
�
�

�
� � � �

�

��1

� �
�

0

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

.

. γ
�

�

� � � � � �
�

�

�
���� ,

E �V �V � � σ�

�
I�;

(�) ���

�
���� =

�
����

� �� ���

��

�
1�
�

�
�

,

�����

����
= � (1)

�����
�
�

�
B

�

�
�r�dr �

�
�

�
B��r�dr

�
�

�
B��r�dB��r�

�
�

�
B

�

�
�r�dr �

��
�

�
B��r�dr

�
�

�

��



(�) ���
�
�� �

�
��� � �� ��� ��� � �� ���

��

�
�√
T

�
�p

�
1√
T

� �
�

�����

��� �

∫
�

�
�

�

�
(�)�� [� (1)�� (1)� (� + �� (1))��(1)]��

p
�

�
�

�
B��r�drf �

��

∫
1

0
�2

2
(�)�� �

[∫
1

0
�2(�)��

]
2

�

��� �

�
1

0
�

2

2
������2 ����

′

q
−

�
1

0
�2������

�

��

�
�

�
�

�

�
����� �

��
�

�
�������

�
�

�

��� �√
�
�
−�
�
���

−�
�
���� �

(
������� � ����

������ � �� ���

��

(
��
�

�
�

��
�

��
�

��

�
��

�
��

�
� ���

�
�

�o� A��
�
���

��

�
���� � �� ��� �

��� ��
�
���

�
���

��
�
���

��
�
���� � �� ��� �

Proof.

��� ��������

��� ��� �
�
� �� � ��−� � ��−� � � � � � �� ����

�

�
�

�
� �

�

�

T�

���

�
�

�
��
���

������

�

�

�∑

���

c�
�

T

��

���

ξ�v���

� � ���

�
�

�

�� ��� ��� ��� �

by making use of Proposition 17.3 in Hamilton (1994). Thus, we have shown
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��� Omitted.
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where the last line is obtained by making use of the relationship �� ��� �
��� ��� and ���� ��� � �� ��� �� �� ���� � We have thus obtained Theorem
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