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  Seasonality and Seasonal Switching Time Series Models 

 
In the recent X-12-ARIMA program developed by the United States Census 

Bureau for seasonal adjustments, the RegARIMA modeling has been extensively 
utilized.  We shall discuss some problems in the RegARIMA modeling when the time 
series are realizations of non-stationary integrated stochastic processes with fixed 
regressors. 

We propose to use the seasonal switching autoregressive moving average 
(SSARMA) model and the regression SSARMA (RegSSARMA) model to cope with 
seasonality commonly observed in many economic time series.  We investigate the 
basic properties of the SSAR (seasonal switching autoregressive) models.  We argue 
that the phenomenon called “spurious seasonal unit roots” could be an explanation for a 
good fit of the seasonal ARIMA models to actual data.  Some results of economic data 
analyses are reported. 
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概 要

米国商務省センサス局で開発されている季節調整プログラムX-12-ARIMA(2002)
ではRegARIMAモデルと呼ばれる統計的時系列モデルを利用してデータの事前調整
を行っている。本稿ではまず経済時系列が非定常な和分過程 (nonstationary integrated
process)の実現値であると見なして RegARIMAモデルを利用すると必然的に生じ
る見せかけの季節単位根 (spurious seasonal unit roots)と呼ぶべき統計的問題点を
指摘する。次に多くの経済時系列において観察される季節性を処理する枠組みとし
て、季節転換自己回帰移動平均モデル (SSARMAモデル)および回帰季節転換自己
回帰移動平均モデル (RegSSARMAモデル)を提案し、経済時系列の季節性の理解や
季節調整への利用を例示する。
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1 はじめに

経済時系列における季節的変動は統計的時系列分析の重要な対象である。特に日本や
米国を含め世界中の多くの官庁では月次や四半期ごとに多くの経済統計を公式の統計と
して公表している。したがって季節性の処理問題は単に経済データの解析ということに
とどまらず、官庁より定期的に公表している経済・社会データが重要な情報として様々
な形で活用されていることから社会的に重要となっている。中央政府では官庁統計デー
タを基礎資料として活用し、様々な政策の決定や評価を行っている。さらに家計や企業
など民間経済主体もまた定期的に公表される経済統計を活用し、消費や投資など活動の
意志決定における基礎資料として利用している。ここで経済時系列の原系列の多くには
程度の差こそあれ、季節的要因が含まれている為に原系列を観察することにより直接に
関心のある側面についての情報を得ることは容易でない。しかしながら、例えば経済全
体の動きとして景気動向を分析することは経済政策の当局者や民間エコノミストにとり
重要な問題であるが、分析対象となる経済時系列が季節変動によりその分析が左右され
ることは望ましくないと考えられよう。こうした側面は単なる例示にすぎないが、経済
時系列における季節性の統計的処理の問題は政府の政策決定や民間の経済活動に関わる
実用上の課題としても、極めて重要なのである。
日本をはじめ多くの先進諸国では経済統計の季節調整済系列を発表するにあたって、経
済データの季節性を処理する為の何らかの統計的方法を利用して季節調整を行っている。
この点に関連する官庁統計における近年での最も重要な動きは、米国商務省センサス局
に属する時系列研究グループにより季節調整ソフトウェアX-12-ARIMAの最新版が公開
されたことであろう。この新しいソフトウェアX-12-ARIMAではRegARIMAモデルと
呼ばれる統計的時系列モデルが広範に利用されている1ことがこれまで利用されてきた季
節調整プログラム X-11との相違点とされている。この X-12-ARIMAプログラムは日本
の官庁当局を含めて広汎に利用されているので、実務的レベルへの影響は非常に大きい。
本稿ではまずX-12-ARIMAにおいて基本的分析用具となっている統計的モデルである

RegARIMAモデルに基づく時系列の処理について、いくつかの重要な統計的問題がある
ことを指摘する。実際の経済データに RegARIMAモデルを当てはめると、多くの場合
は分析対象の時系列データが季節和分 (seasonal integration)を有する時系列の実現値で
あると見なされる。このことを素直に解釈すると、経済時系列の多くはランダム・ウオー
ク過程にしたがう季節性を含んでいることになる。仮に経済時系列が季節和分を含んで
いると見ると、季節成分の分散は時間にほぼ比例するよう増大していくはずである。し
かしながら、多くの経済時系列では季節変動のパターンは時間の経過とともに変動して
はいるものの、ランダム・ウォークや和分過程のようにその季節的ばらつきが一方的に大
きくなっていくとは見なし難く、かなりの規則性が観察されることが多い。そこで、現
実に観察される経済季節性を、季節和分を含む非定常な確率過程の実現値として処理す
るのが適切であるのか否かという統計的問題が生じることになる。他方、季節的ランダ
ム・ウォーク・モデルや季節和分過程モデルを利用するとしばしば満足すべき結果をも
たらすように判断されることも事実である。ここでは統計的に検出される非定常な季節

1季節調整プログラムX-11とX-12-ARIMAやRegARIMAモデルの利用についての詳細は例えば Shiskin
et. al. (1967), Findley et. al. (1998)や国友 (2004) を参照されたい。また、この間の季節調整法を巡る議
論については例えば統計数理 (「季節調整特集号」1997年) に掲載された論考や国友 (2001)を参照された
い。
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性モデルの当てはまりはある意味で「見せかけの効果」(spurious effects) である可能性
があり、別の方向から季節性を表現することが可能かもしれないと言う論点を指摘する。
もし、見せかけの季節性の効果が正しい解釈であるとすると、季節性のある経済時系列
の予測問題、あるいは特に時系列モデルを用いる季節調整法の評価にとり重要な問題を
提起していることになる。
次に本稿では季節転換ARMA(SSARMA)およびRegSSARMAと呼ぶ時系列モデルの
クラスを導入し、経済時系列の季節性の処理に利用することを考察する。こうした時系
列モデルは１変量季節 ARIMAモデルおよび季節 RegARMAモデルの比較的単純な拡
張と見なせる、非定常なトレンド要素と組み合わさった定常な季節性の表現を可能にす
る。ここでは SSARモデルは非常に柔軟であり、多くの季節性を表現する統計的モデル
をその特殊ケースとして含んでいるということを説明する。また、ここしばらく経済時
系列分析では標準的となっている季節 ARIMAモデルを実際のデータに適用する時によ
く季節単位根を導入すべきという結論に至るのは何故かという問題についての理論的な
結果を示し、さらに実証例を用いて説明する。本稿で導入する季節転換時系列モデルと
RegSSARモデルを利用して実際の経済時系列の季節性を扱う統計的方法には、季節調整
を含めて様々な応用があると思われる。
なお、季節転換時系列 SSARモデルに関連する類似の時系列モデルとしては、PARモ
デル (周期的ARモデル）と呼ばれる時系列モデルのクラスが既に提案されている。こう
した季節性の時系列モデルの詳細は Franses (1996)やGhysel=Osborn (2001) などに説
明されている。本稿で導入する季節転換 SSARモデルはこれらの時系列モデルとは幾つ
かの点で異なっており、両者の関係については 3.4節で議論する。

あらかじめ本稿の構成を説明しておくと、2章では季節調整プログラムX-12-ARIMAで
利用しているRegARIMAモデルにおける回帰パートの推定について考察し、統計的問題
点を指摘する。次に3章では季節転換時系列モデルSSARMAモデルおよびRegSSARMA
モデルを導入し、それらの統計的な性質について説明する。4章では日本の民間消費支出
と、Box=Jenkins (1976)で用いられた著名な航空機利用者数の時系列データを用いた分
析を報告する。最後に 5章において本稿で得られた結論を示す。理論的結果に関する数
理的証明の詳細は数学補論にまとめて与えておいた。

2 RegARIMAモデルと非定常性

米国センサス局によって開発されている季節調整プログラム X-12-ARIMAでは Re-
gARIMAモデル (Findley et. al. (1998))）と呼ばれる時系列モデルのクラスが重要な役
割を演じている。本節ではこの自己回帰和分移動平均にしたがう誤差を持つ回帰 (regres-
sion autoregressive integrated moving average、略して RegARIMA)モデルについてこ
れまで指摘されていないように思われる重要な統計的問題を考察しよう。ここで確率変
数列 {yt, t = 0, 1, · · ·}は確率定差方程式

φp(B)ΦP (Bs)(1 − B)d(1 − Bs)D[yt −
r∑

j=1

βjzjt] = θq(B)ΘQ(Bs)σvt ,(2.1)
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を満たす１変量の時系列とする。ここでB はByt = yt−1 となるバック・シフト・オペ
レータ、{zjt, j = 1, · · · , r}は r個の非確率的な説明変数である。さらに、季節自己回帰
和分移動平均（SARIMA）モデルに関するラグ多項式を季節周期 s（正整数）に対し

φp(B) = 1 − φ1B − · · · − φpB
p ,

ΦP (Bs) = 1 − Φ1B
s − · · · − ΦP BsP ,(2.2)

θq(B) = 1 − θ1B − · · · − θqB
q ,

ΘQ(Bs) = 1 − Θ1B
s − · · · − ΘQBsQ

と定義しよう。ここで {φj} , {Φj} {θj} , {Θj}はARIMA部分の未知母数（パラメター）、
σ (> 0)は誤差の標準偏差を表す母数であり、{βj}は回帰部分の未知母数である。
さらに確率的差分方程式 (2.1)より定まる特性方程式について次の２つの条件を仮定す
る。
(i) 特性方程式

φp(z) = 0 , ΦP (z) = 0 , θq(z) = 0 , ΘQ(z) = 0(2.3)

の全ての根の絶対値が１よりも大きい。
(ii) 系列 {vt}は互いに独立で同一の分布にしたがう確率変数列であり E(vt) = 0 かつ
E(v2

t ) = 1を満たす。

ここで説明した RegARIMAモデルによって定義される確率過程は非定常になり得るも
のであり、時系列モデル (2.1)における未知母数の推定の中でも特に回帰パートの係数の
推定については必ずしも明確化されていない問題が存在する。このことを理解するため
に、まず最初に極めて単純なケースを例に挙げておく。

例 2.1 : 季節調整X-12-ARIMAプログラムには時系列のレベル・シフトや構造変化を扱
う為の様々なオプションが含まれている。ここで離散時間の時系列 {yt, t = 0, 1, · · ·} が

(1 − Bs)[yt − β0 − β1zt] = σvt ,(2.4)

を満足する確率過程とする。ただし{zt}はzt = −1 (0 ≤ t < [λT ]), zt = 0 ([λT ] ≤ t ≤ T ),
により定義される単純なレベル・シフトを表す説明変数、[λT ] (ただし 0 < λ < 1で
あり、[ · ]は値を超えない最大整数を表す) をレベル・シフトが起きた時点としておく。
Findley et. al. (1998)による RegARIMAモデルの説明に従えば、このような時系列は

(1 − Bs)yt = β1(1 − Bs)zt + σvt(2.5)

と表現される。さらに、Findley et. al. (1998)ではこのような単純な RegARIMAモデ
ルに含まれる未知母数 β1の推定に関して、定常な誤差項を仮定した標準的な回帰の手法
を用いることを提案している。ここで初期値の影響を無視すれば、このようなケースでは

z∗t = (1 − Bs)zt =

⎧⎪⎨
⎪⎩

0 if 0 ≤ t < [λT ]
1 if t = [λT ], · · · , [λT ] + s − 1
0 if [λT ] + s ≤ t ≤ T

(2.6)

により定められる説明変数を用いることになる。
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ここで基本的かつ重要な統計的事実としては、t統計量や F 統計量などの利用という
通常の回帰分析の手法は、誤差項が厳密に正規分布にしたがっている場合にのみ適用可
能であるという点である。もしこの条件が満たされないならば、統計的検定を含めた標
準的な回帰分析の方法を用いる説得的理由を見いだすことは困難である。また他方では、
誤差項に関する標準的仮定が満たされない場合での大標本における正当化も困難である。
なぜならこの場合には説明変数に関して必要な標準的仮定2が満たされていないので、例
えば例 2.1では limT→∞

∑T
t=1[z

∗
t ]

2 < +∞ より情報量はデータ数（T あるいは n）が増加
しても発散せず、こうした状況では一般に一致推定量の存在は保証されない。

次により一般的に誤差項が季節 ARIMAモデルで表される場合の未知母数の統計的推
定問題を考えることにしよう。離散時間に観測される 1次元時系列 {yt}が方程式

yt = β
′
zt + ut(2.7)

にしたがっているものとしよう。
(iii) 誤差項は

ut = [φp(B)ΦP (Bs)(1 − B)d(1 − Bs)D]−1[θq(B)ΘQ(Bs)]σvt(2.8)

と表現される非定常性を含みうる確率過程とする。
(iv) 回帰変数項β

′
zt =

∑r
i=1 βizit、{zt = (zit)}は非確率的変数3から構成される説明変

数ベクトルとする。より具体的な説明変数としては季節ダミー変数 I(t = (j −1)s+ i; i =
1, · · · , s, j ≥ 1) （ただし I( · )は指示関数）と変数

∑l
j=0 cj(t/T )jI(0 ≤ λ

(1)
j < λ

(2)
j ≤ 1)

(cj, λ
(k)
j (k = 1, 2; 0 ≤ j ≤ l < ∞)は定数) で表される変数群を考える。

このとき説明変数ベクトル ztは n −→ +∞ のときに条件

1
n

n∑
j=1

z(j−1)s+iz
′
(j−1)s+i → Mi =

∫ 1

0
zi(t)z

′
i(t)dt(2.9)

及び

1
n

max
1≤j≤n,1≤i≤s

‖z(j−1)s+i‖2 → 0(2.10)

を満足している。ここで sn = T、zi(t)は t (0 ≤ t ≤ 1, i = 1, · · · , s) に依存する r × 1ベ
クトル関数であって、M =

∑s
i=1 Miは正定値行列であることを仮定する。

ここで誤差項が ARIMAモデルにしたがう線形回帰モデル (2.7)における k番目の係
数 βk (k = 1, · · · , r)に対するｔ統計量は

t(βk) =
β̂k − βk√

σ̂2
LSe′

k(
∑T

t=1 ztz
′
t)−1ek

,(2.11)

2回帰分析における漸近理論の為の標準的仮定については、例えば Anderson (1971) ２章や Ander-
son=Kunitomo (1992) を参照されたい。以下の条件 (2.9) や (2.10) は収束条件をより一般化すること
は可能であるが、結果や証明はやや複雑になる。

3季節調整プログラム X-12-ARIMAでは様々な説明変数が利用可能であるが非確率的 (deterministic)な
ダミー変数を定義し利用することができる。さらに本節での説明変数はここで扱うタイプだけでなく様々な
変数を考えることができる。
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により定義できる。ここで、β̂k は βk の最小二乗推定量であり、σ̂2
LS は残差から推定さ

れる σ2 の推定量である. また e
′
k = (0, · · · , 0, 1, 0, · · · , 0)は第 k要素が１である単位ベク

トルでとした。このとき誤差項は非定常和分過程であることから t統計量の漸近分布は
非正則な分布となるが、より正確に述べると次のことが成り立つ。証明の概略は数学補
論に与えておいた。

定理 2.1 : 式 (2.1)で与えられた RegARIMAモデルに関して d ≥ 1, D ≥ 1とし、条件
(i)-(iii)を仮定する。T → +∞とするとき、 1√

T
t(βk)の極限となる確率変数を次のよう

に表すことができる。

t∗k =(2.12)

e
′
kM

∗−1
∫ 1

0
[z∗(r)B̄∗(r)]dr

√
e′

kM∗−1ek

√∫ 1

0
B̄∗2(r)dr −

∫ 1

0
[z∗(r)B̄∗(r)]′dr M∗−1

∫ 1

0
[z∗(r)B̄∗(r)]dr

ここで、M∗ = (1/s)M, z∗(r) = (1/s)
∑s

i=1 zi(r) および B̄∗(r) (0 ≤ r ≤ 1) は次のよう
にブラウン運動に関する伊藤積分により表現される。

B̄∗(rD+d) =∫ rD+d

0
· · ·
∫ rD+1

0

s∑
i=1

∫ rD

0
· · ·
∫ r1

0
dBi(r0)

∏D−1

l=1
drl

∏d

l
′
=1

drD−1+l′ .

(2.13)

ただしBi(t) (i = 1, · · · , s)は [0, 1]で定義される標準ブラウン運動である。

ここで定理 2.1で導いた統計量を表現するブラウン運動や多重伊藤積分についての定
義や性質は、確率解析の標準的な文献である Ikeda=Watanabe (1989)を参照されたい。
上述の定理では d ≥ 1のケースを扱った。同様に d = 0 のケースに関しても t統計量の
極限となる確率変数を得ることができるが、表現が少し異なるので次に述べておく。

定理 2.2 : 式 (2.1)で与えられた RegARIMAモデルに関して d = 0, D ≥ 1とし、条件
(i)-(iii)を仮定する。T → +∞の時に 1√

T
t(βk)の極限となる確率変数を次のように表す

ことができる。

t∗k =

e
′
kM

−1
∫ 1

0
[

s∑
i=1

zi(r)B̄i(r)]dr

√
e′

kM
−1ek

√√√√s

∫ 1

0

s∑
i=1

B̄2
i (r)dr −

∫ 1

0
[

s∑
i=1

zi(r)B̄i(r)]
′
drM−1

∫ 1

0
[

s∑
i=1

zi(r)B̄i(r)]dr

.

(2.14)

ここで、B̄i(rD) (i = 1, · · · , s) は次のようなブラウン運動に関する伊藤積分による表現
が可能である。

B̄i(rD) =
∫ rD

0
· · ·
∫ r1

0
dBi(r0)

∏D−1

l=1
drl .(2.15)

ただし、Bi(t) (i = 1, · · · , s)は [0, 1]で定義される標準ブラウン運動である。
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これら定理 2.1と定理 2.2で述べた統計量の分布は正規分布や t分布など統計学によく
出ている標準的分布とはかなり異なることに注意しておこう。こうした非定常系列に関
連した統計量の分布については近年の経済時系列論（例えばTanaka (1996)やHamilton
(1994)が詳しい）ではしばしば登場するが、ここでは次の具体例を挙げるにとどめる。

例2.2 :ここで d = 0, D = 1, r = 1であり、かつ説明変数 {zt}が zt = −1 (0 ≤ t < [λT ]),
zt = 0 ([λT ] ≤ t ≤ T ) で与えられる場合を考えよう。Tは観測数、[λT ] (0 < λ < 1)は
レベル・シフトの期間とする。このとき、定理 2.2における t統計量の極限分布の表現は
かなり簡単化されて

t∗ =

(−1)
∫ λ

0
[

s∑
i=1

Bi(t)]dt

√√√√λs

∫ 1

0

s∑
i=1

B2
i (t)dt − [

∫ λ

0

s∑
i=1

Bi(t)dt]2

(2.16)

で与えられる。

一般には確率変数 t∗k (k = 1, · · · , r)の分布には２つの大きな特徴がある. 第一に、基
本的なｔ統計量に対して 1/

√
T という基準化が必要となる点である。第二にはその極限

分布が、標準正規分布とも通常のｔ分布とも明らかに異なるという点である。我々はシ
ミュレーションにより t∗k (k = 1, · · · , r)の極限分布を発生させ、統計的性質について検
討したが、その結果では和分の次数 dとDに大きく依存して正規分布とはかなり異なる
歪みを持った分布が得られることが分かった。これらのことより、誤差項が非定常な場
合にはRegARIMAモデルの中で回帰係数について通常の t検定を行うことを正当化する
ことが困難であることがわかった。実際の時系列の解析ではデータ数が有限であるので、
上の定理をそのまま使うことの是非についてはより詳しく検討すべき課題であろう。
なお、条件 (2.9)と (2.10)は説明変数に時間そのものに関する多項式など非確率的トレ
ンド関数の存在を排除している。説明変数にある種のトレンドが存在する場合には誤差
項が非定常な和分過程であっても母係数の最小二乗推定量が一致性を持つことがあるこ
と (例えばHamilton (1994)16章の例）が知られていることに注意しておく。
ここで季節調整プログラム X-12-ARIMAの議論に戻ると、X-12-ARIMAプログラム
では本節で取りあげた RegARIMAモデルを広汎に利用することを推奨していることが
重要な論点である。そして RegARIMAモデルを容易に利用できるように様々な変数を
回帰変数として組み込み、半ば自動的に時系列モデルを推定し、半ば自動的に予測値を
利用した季節調整を可能にしている。ところが本節では既によく用いられる t統計量を
一つの例として指摘したように、RegARIMAモデルを通常の時系列解析の教科書で説明
されている線形定常モデルとして理解することはできないという問題があり、必ずしも
標準的時系列モデルとは同じでない側面があるという意味で、その利用にはかなりの注
意が必要なのである。また、実際に経済時系列の季節性を分析してみると、RegARIMA
モデルが役に立つように見えるのは事実であるが、そのことに関連する季節性のとらえ
方についての解釈上の問題は次節でより詳しく議論する。
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3 SSARMAモデルとRegSSARMAモデル

本節では季節転換時系列 (seasonal switching autoregressive moving average、略して
SSARMA)モデルと、それに回帰項を加えた回帰（Reg）SSARMAモデルを導入しよう。
ここで説明するRegSSARMAモデルはX-12-ARIMAモデルで利用しているRegARIMA
モデルを特殊ケースとして包含していることに注意しておく。すなわち、SSARMAモ
デルの特徴として重要なことは季節ARIMAモデルを特殊ケースとして含んでいる季節
的時系列モデルである。また、さらに多くの事例に関して我々が「見せかけの季節和分」
(spurious seasonal integration) と呼んでいる問題を分析することができることも重要で
ある。

3.1 季節転換ARMAモデル

１次元時系列 {yt, t = 0, 1, · · ·}が確率的定差方程式

φp(B)
s∑

i=1

Φ(i)
P (Bs)I (i)

t [yt −
r∑

j=1

βjzjt] = θq(B)[
s∑

i=1

Θ(i)
Q (Bs)I (i)

t σi]vt ,(3.1)

にしたがう確率過程であるとしよう。ここで p, q, s, P, Qは非負の整数 (s ≥ 1)であり、
σi (> 0)は誤差の標準偏差である。また I

(i)
t は季節指示関数 (seasonal indicator function)

であり、指示関数 I
(i)
t は、時点ｔがｉ番目の季節であるならば I

(i)
t = 1、そうでないなら

ば I
(i)
t = 0となる関数と定義しよう。{zit} は r個の説明変数を表し、自己回帰移動平均

（ARMA）部分に関する記号は

φp(B) = 1 − φ1B − · · · − φpB
p ,

Φ(i)
P (Bs) = 1 − Φ(i)

1 Bs − · · · − Φ(i)
P BsP ,(3.2)

θq(B) = 1 − θ1B − · · · − θqB
q ,

Θ(i)
Q (Bs) = 1 − Θ(i)

1 Bs − · · · − Θ(i)
Q BsQ ,

で与える。ただし {φj}, {Φ(i)
j }, {θj}, {Θ(i)

j }は未知母数で、{βj}は未知の回帰係数をそ
れぞれ表している。
本節では (3.1)式で与えられる季節時系列モデルについて次に挙げる二つの条件を仮定す
る。
(i) ARMA部分に関する特性方程式

φp(z) = 0 , Φ(i)
P (z) = 0 , θq(z) = 0 , Θ(i)

Q (z) = 0(3.3)

の全ての解の絶対値は１よりも大きい。
(ii) 確率変数列 {vt}は互いに独立に同一の分布にしたがい、E(vt) = 0 , E(v2

t ) = 1であ
りかつその分布関数はルベーグ測度に関して絶対連続である。

ここで導入した季節転換時系列 (SSARMA)モデル、および RegSSARMAモデルの
定式化は既存の季節性を含む線形時系列モデルとはやや異なっていることに注意してお
く。この SSARMAモデルのクラスにより定められる離散時間の確率過程は、よく知ら
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れている線形の季節自己回帰移動平均モデル (seasonal autoregressive moving average
model、略して SARMAモデル)に比べるとはるかに広いクラスとなっている。したがっ
て、SARMAモデルを当てはめると非定常に見える時系列に関してもかなりの場合には
定常となりうるのである。ここでは単純な例を用いて、SSARMAモデルの特徴的な性質
について説明する。

例 3.1 : １次元時系列 {yt; t = 0, 1, · · ·}が確率的定差方程式

yt =
s∑

i=1

I
(i)
t [ai + biyt−s + σivt] ,(3.4)

を満たす離散時間の確率過程とする。ここで {ai}, {bi}, {σi}は未知母数であり、この季
節的時系列モデルを SSAR(0,1)モデル4 と表記することとしよう。係数についての条件

max
i=1,···,s

|bi| < 1 ,(3.5)

を満たしていれば、SSAR(0,1)モデルは

s∑
i=1

(1 − biB
s)I (i)

t [yt − µi] = [
s∑

i=1

σiI
(i)
t ]vt ,(3.6)

と書き直すことができる。ただし、µi (i = 1, · · · , s)は季節的平均を表す母数であり、
(1 − bi)µi = aiという表現が得られる。

一般にここで説明している季節転換時系列 (SSARMA)モデルの最も重要な特徴は、各
季節毎に季節的構造が変化することを許している点であり、そのような仕組みは時間の
経過とともに生じるある種の非線形的な現象（あるいは各季節に固有な変動）を表現する
統計的モデルとしては自然なものと見なすことができよう。例えば、母数に全く制約のな
い例 3.1の SSAR(0, 1)モデルには 3s個の未知パラメータを含んでいるが、明らかにこの
時系列モデルはBox=Jenkins (1976)で提案された季節ARIMA(seasonal autoregressive
integrated moving average)モデルなどのような、季節性を含む線形時系列モデルを包含
している。もし、各季節の誤差のばらつき（分散母数）が同一 (σi = σ) であるならば、
その場合の SSAR(0, 1)モデルは季節性に関する確率的係数モデルと見なせる。また、さ
らに係数が等しい (ai = a かつ bi = b)とするならば、この時系列モデルは Box-Jenkins
が用いた線形季節 ARモデルになることがわかる。さらに

bi = 1 (i = 1, · · · , s)(3.7)

および ai = a , σi = σという条件が同時に成り立つならば、標準的な非定常の (季節)和
分過程モデルが得られることになる5。
ここで、経済時系列の分析でこれまでによく利用されている季節 ARIMAモデルでは
季節毎の係数や季節要素の変動を表す分散ははじめから一定と仮定して分析しているこ

4ここで SSAR(p,P)の引数は共通自己回帰部分と季節自己回帰を表すこととした。レフェリーが指摘し
たように 3.4 節で説明する PARモデルとの比較の意味で重要である。

5こうした季節時系列モデルを拡張して閾値を含むより複雑な閾値 (Threshold)非線形時系列モデルによ
る分析も可能であるが本稿では季節転換時系列モデルに議論を限定する。

9



とに注意しよう。ところが、例えば日本のマクロ時系列データを例にとれば例えば賃金
支払いにおけるボーナス制などの影響もあり、所得や消費の季節的パターンや変動幅が
相当に異なっていると考えられる。すなわち、経済時系列の場合には各季節に固有の変
動要因の係数やばらつきが一定とする根拠は必ずしも明らかではないのである。ここで
導入した SSARMAモデルを用いるとこうした問題について再検討する足がかりができ
ることになることを例によって示しておこう。

3.2 季節転換ARモデルの統計的性質

季節転換ARMAモデルは季節毎の季節性変化を含んだ季節的時系列モデルなので、こ
こで基本的な統計的性質について確認しておこう。前節の例 3.1で説明した SSAR(1)モ
デルを用いて、s次元ベクトルY

′
(t) = (yt, yt−1, · · · , yt−s+1)の動的挙動を考察しよう。

この状態変数を使うと時系列 {yt}のマルコフ表現

Y(t) = a(t) + B(t)Y(t − 1) + V(t)(3.8)

が得られる。ここで a(t)は s × 1ベクトル、B(t)は s × s 係数行列であり、各季節成分
の母係数と季節的指示関数により

a(t) =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

s∑
i=1

aiI
(i)
t

0
...
0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

, B(t) =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0 · · · 0
s∑

i=1

biI
(i)
t

1 0
. . .

0 1 0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

,

と表現される。またV(t)は各季節成分の分散母数により

V(t) =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

s∑
i=1

σiI
(i)
t

0
...
0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

vt

と表現される s × 1誤差項ベクトルである。ここで式 (3.8)を用いると、マルコフ表現に
対応する特性方程式は

|λIs − B(t)| = 0(3.9)

となる。ただし Isは s × s単位行列の意味である。この表現より安定条件

max
i=1,···.s

|bi| < 1(3.10)

が満たされるならば、式 (3.9)を満たす全ての特性根の絶対値が１未満になることがわか
る。
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次に例 3.1についてもう一つのマルコフ表現を得る為に、s次元状態ベクトル
Y

′
j = (y(j−1)s+s, y(j−1)s+s−1, · · · , y(j−1)s+1) (j = 1, · · · , n)を導入しよう。さらに分析を
簡単にする為にデータ数を T = ns（すなわち n年間）と仮定しよう。このとき、マルコ
フ表現

Yj = a + B1Yj−1 + Vj(3.11)

が得られる。ただし aは s × 1ベクトル、B1は s × s係数行列を表し、それぞれ

a =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝

as

as−1

...
a1

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠ , B1 =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝

bs 0 · · · 0
0 bs−1 0 0

. . .
0 b1

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠

で与えられる。またVj は s × 1 の誤差項ベクトルであり、

Vj =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝

σsv(j−1)s+s

σs−1v(j−1)s+s−1
...

σ1v(j−1)s+1

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠

で与えられる。

ここでのマルコフ表現 (3.11)に対応する特性方程式は

|λIs − B1| = 0(3.12)

となる。したがって、仮定 (3.10)の下では式 (3.12)の全ての特性根の絶対値は１より小
さいことが分かる。
ここで、さらにより一般的に式 (3.1)に対する (s+p)次元の状態ベクトルを

Y
′
j = (y∗(j−1)s+s, y

∗
(j−1)s+s−1, · · · , y∗(j−1)s+1−p) (j = 1, · · · , n)で表すことにしよう。ただ

し、y∗t = yt −∑r
j=1 βjzjt であり、説明変数の一部分（あるいは全部）に季節ダミー変数

を含み、zit = Iit (i = 1, · · · , s)(r ≥ s)としておく。このとき、確率的定差方程式 (3.1)式
にしたがう確率過程の解については次の結果が得られる。証明は数学補論に与えておく。

定理 3.1 : 離散時間の時系列 {yt}が式 (3.1)で与えられる SSARMA過程にしたがい、
条件 (ii)を満たすものとする。このとき (s+p)次元確率過程 {Yj; j = 1, · · ·}に対して定
常解が存在する必要十分条件は変数 zに関する多項式

φp(z) = 0 , Φ(i)
P (z) = 0 (i = 1, · · · , s)(3.13)

の全ての解の絶対値が 1よりも大きいことである。

これまで経済時系列分析において実際によく用いられている季節 ARIMAモデルに関
するひとつの重要な問題は、季節に関する非定常性である。経済データに対して例えば
Box=Jenkins法を用いて季節ARIMAモデルを統計的に当てはめると、季節階差 (seasonal
differences)を取ることが統計的に適切であるように解釈されることが多い。しかしなが
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ら、本節で導入した季節転換ARMAモデルに基づく非ARMA型の時系列分析の視点か
ら見直して見ると、こうした分析結果は線形１変量時系列モデルを用いることによって
生じている、見かけ上の推定結果の可能性が高く、季節的な母数の違いにより発生して
いる可能性がある。すなわち、”見かけ上の季節和分”(spurious seasonal integration) と
解釈すべき可能性があるのである。例えば実際には季節パターンが各季節毎に異なる場
合に線形時系列モデルを当てはめて見るとどの様な推定結果が得られるであろうか。こ
のことに関しては次のような結果が得られる。

定理 3.2 : 離散時間の時系列 {yt} は例 3.1で与えられる SSAR(0,1)過程にしたがい、
誤差項についてモーメント条件E[v4

t ] < +∞ を満たすものとする。さらに式 (3.5)の安
定条件を満たし、{yt}は定常確率過程とする。時系列 {yt}が線形自己回帰モデルにした
がうと見なして ytを yt−sに回帰した最小二乗推定量は

b̂LS =

T∑
t=1

(yt−s − ȳ−s)(yt − ȳ)

T∑
t=1

(yt−s − ȳ−s)2
,(3.14)

で与えられる。ここで、観測数 T = sn,ȳ = (1/T )
∑T

t=1 yt, ȳ−s = (1/T )
∑T

t=1 yt−s であ
り、初期条件 yt (t ≤ 0)は固定する。このとき n → ∞ につれて、

b̂LS
p−→ b∗ =

s∑
i=1

biσ
2
i

1 − b2
i

+
s∑

i=1

(µi − µ̄)2

s∑
i=1

σ2
i

1 − b2
i

+
s∑

i=1

(µi − µ̄)2
,(3.15)

となる。ただし µ̄ = (1/s)
∑s

i=1 µi である。

ここで σ2
i = ω2

i τ (i = 1, · · · , s) であり、

λ(s, τ) =
∑s

i=1(µi − µ̄)2

maxi=1,···,s{σ2
i }

(3.16)

とおこう。もし τ −→ 0とすると λ(s, τ) → ∞となるので、

b∗ −→ 1(3.17)

である。すなわち、各季節の分散に対応する平均部分の変動幅 (季節的変動係数)が大き
ければ最小二乗推定値は 1に近いことになる。この推定値は適切なモデルを季節ARIMA
モデルと誤って生じたものである、ここでは”見かけ上の季節和分”(spurious seasonal
integration) と解釈することも可能であろう。
こうした結果を、適当な安定条件の下でより一般的な場合の SSARMAモデルに対し
て拡張することは比較的容易であると思われる。ここで得られた結果により、経済時系列
において非線形的な季節変動（あるいは各季節に固有な変動）を無視して通常の線形時
系列 (ARMA)モデルを当てはめた場合には、対応する特性方程式が単位根を持つとみな
される傾向があるということがわかった。すなわち、しばしば観察される季節的非定常
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性は経済時系列に固有の時系列構造というよりも、むしろ季節成分の扱い方をはじめか
ら共通にとることにより統計的分析上で生じる可能性が高いことになる。すなわち、季
節毎に係数やばらつきがかなり異なる場合には見かけ上で単位根に近い推定結果が得ら
れやすいことを意味している。

3.3 季節性モデルの推定法

季節転換 ARMAモデルと RegARMAモデルの統計的推定法としては最小自乗法と最
尤法の二通りの方法が考えられる。
季節転換 ARモデルと RegSSARモデルにおいては、直接的に状態ベクトル {Yj, j =

1, · · · , n} (T = sn) によるマルコフ表現が得られる。したがって、誤差項が条件 (i)と (ii)
を満たす定常確率過程であるという仮定の下では、通常の最小自乗法に基づく回帰の手
法を用いることができる。そして得られた推定量の性質については古典的な漸近論を適
用することが可能である。
他方、回帰部分と季節性部分を表現する未知母数の推定に当たっては最尤法を利用す
ることもできる。最尤法は、RegSSARMAモデルのパラメータの取り得る値に制約があ
る場合の検定が容易であり、同時に情報量基準 AIC(Akaike (1973))に基づくモデル選
択を行うことができるという点で、最小二乗法よりも有用であるとも云えよう。また、
RegSSARMAモデルは季節性を含む多くのモデルを包含しているので、ここでは主に誤
差項の分布に正規分布を仮定した最尤法によりデータ解析を行うこととした。

3.4 PARモデル (周期的季節モデル)　との関係

本稿で考察している季節転換時系列モデルに関連する時系列モデルとしては例えば、
周期的 AR(periodic autoregressive、略して PAR) モデルと呼ばれるモデルが Franses
(1996)や Ghysel=Osborn (2001)等で研究されている。季節転換 ARMAモデルはこれ
らの時系列モデルのクラスとはいくつかの点でやや異なっている。ここで、PARモデル
と SSARMAモデルとの関係を見るために、時系列 {yt} (t = (j − 1)s + i)が１次の周期
的ARモデル

y(j−1)s+i = φiy(j−1)s+i−1 + v(j−1)s+i (i = 1, · · · , s; j = 1, · · · , n),(3.18)

に従っている状況を考えよう。ここで、確率変数系列 {vt}は互いに独立であり、モーメ
ント条件E(v(j−1)s+i) = 0 および E(v2

(j−1)s+i) = σ2
i (i = 1, · · · , s) を満足すると仮定す

る。
このとき時系列 {yt}の SSARMA表現は

y(j−1)s+i = biy(j−2)s+i + u(j−1)s+i (i = 1, · · · , s),(3.19)

となる。さらに母係数について bi =
∏s−1

j=0φi−j、−s+1 ≤ i−j ≤ 0に対してφi−j = φi−j+s

であるとしよう。誤差項は

u(j−1)s+i = v(j−1)s+i +
s−1∑
k=1

∏k−1

l=0
φi−lv(j−1)s+i−k (i = 1, 2, · · · , s),(3.20)

13



と表される (s− 1)次のMA過程となるが、表記の簡単化のため
∏0

l=0· = 1 とした。誤差
項 u(j−1)s+iの分散は iに依存するので、時系列 {yt}は季節的に分散不均一な過程となる.
ここで例えば s = 4とすると、j = 1, · · · , 4について bj = φ1φ2φ3φ4となることがただち
に分かる. 従って、この節で導入した季節転換モデル (SSARMA)は PARモデルを含む
より一般的な時系列モデルとなっていることが分かる6。さらに、４節の推定結果より明
らかなように PARに課せられた制約条件が現実的であるかはかなり疑問である。

3.5 SSARMAモデルの拡張について

本稿では実際の経済時系列の分析のために、回帰項を含む季節転換ARMAモデルを導
入した。この SSARモデルにはその他の拡張も可能であり、ここで拡張可能性について
言及しておこう。季節性を含む時系列の分析では、古典的な統計的時系列分析の方法と
して、観察される時系列 {yt}が

yt = Tt + St + It(3.21)

という形に分解できると想定することが多い。こうした分析を時系列成分分解モデルと
呼ばれるが、ここで Ttはトレンド成分、Stは季節成分、Itは不規則成分をそれぞれ表し
ているものとする。
例えば北川 (1993)が開発している季節調整プログラム DECOMP では、こうした時
系列の各成文 Ttに対してランダム・ウォーク・モデルを用い、Stに対しては季節階差モ
デルを利用している。DECOMPは {yt}の状態空間表現に基づいて開発された季節調整
プログラムであるが、SSARモデルにより表現される季節変動を時系列を構成する要素
の一つとしてDECOMPと組み合わせて用いることも可能であろう。

4 二つのデータ解析例

ここで日本のマクロ経済時系列データの代表例としてマクロ消費データ及びBox=Jenkins
(1976)で使われ時系列分析ではよく知られている航空機利用者数の時系列データを用い
た分析事例を報告しておく。
ここで扱っている二つのデータには明らかに長期的トレンドが存在している。そうした
トレンドを固定的と見なし、さらに固定的な季節性を除去するために、ここではRegSSAR
モデルの回帰部分として、

Tt =
s∑

i=1

βiDit +
s+k∑

i=s+1

βit
i−s ,(4.1)

という関数を用いた。ただし、Ditは季節ダミー変数で、β
′
= (β1, · · · , βs+k) は回帰係数

ベクトルである。また z
′
t = (D1t, · · · , Dst, t, · · · , tk) は説明変数ベクトル7 を表している。

6例 3.1 での SSARモデルでは異なる季節間での関係がかなり分離されているように見えるが、例えば
P = p = 1, s > 1の場合を見ると明らかであるが、一般に異なる季節の過去の値や母数が複雑に将来の値に
対し影響する。この点を強調する意味でここでは SSARモデルを SSAR(p,P)モデルと表記した。

7ただし、トレンドの変数を用いる場合は (2.9) と (2.10)の条件が満たされるための基準化を Anderson
(1971)の定理 2.6.1にならって適切に行う必要がある。
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表 1: マクロ消費データへの SSARMAモデルの適用（制約が無い場合）

[注意 ]：モデルの未知母数の推定は、定常性の仮定の下で最尤法を用いた。括弧内は尤度関数の 2回微分に

基づいて構成された推定量のｔ値と分散である。

季節ダミー AR(4) σ2
i

第 2四半期 101.34 (10.71) 0.62 (4.25) 5.46
第 3四半期 106.65 (20.36) 0.67 (4.78) 3.49
第 4四半期 118.82 (94.56) 0.64 (4.29) 5.60
第 1四半期 101.16 (315.85) 0.43 (2.37) 8.03

AIC=500.53

このような定式化により、季節性の平均に意味を持たせ、また最適化する尤度関数の計
算を容易にすることができる。RegSSARMAモデルの未知パラメータの推定は誤差項の
分布に正規分布を仮定して最尤法によって行ったが、トレンドの推定結果が不安定にな
ることを避けるため、トレンド関数の次数を３次以下に制限した。
最初のデータ解析事例は、日本の内閣府によって作成されている重要なマクロ時系列
であるマクロ消費支出の四半期データに関するものである。原系列は 1975年第２四半期
から 2000年第４四半期までの実質値データであり、全ての数値は最初のデータを 100に
基準化した指数に変換して分析を行った。トレンド関数の次数 kについては、AICを最
小化する基準によって、k = 3を選択した。さらに、誤差項が正規分布にしたがうとの仮
定の下で尤度関数を最大化することで RegSSARモデルにおける母数推定値及び t値を
表 1に示しておく。
次に RegSSARモデルにおいて µi = µ , bi = b かつ σi = σ (i = 1, · · · , 4) と仮定
した季節ダミー変数付きの自己回帰モデルAR(4)を推定したが、その結果は次のように
なった。

y∗t = 105.36 + 0.93y∗
t−4 + 2.64vt .

(104.7) (34.2)
(4.2)

ここで得られた AIC = 515.25である。ただし y∗t = yt −∑s+3
i=s+1 βit

i (s = 4) であり、
括弧内の数値は t値を意味している。この結果から、RegARMAを当てはめた場合には、

表 2: マクロ消費系列の分析

季節 biσ
2
i

1−b2i

σ2
i

1−b2i
(µi − µ̄)2

第 2四半期 5.60 8.96 31.96
第 3四半期 4.25 6.34 0.12
第 4四半期 6.02 9.44 139.94
第 1四半期 4.20 9.83 33.99
合計 20.06 34.56 206.01
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表 3: マクロ消費データへの SSARMAモデルの適用（母数に制約がある場合）

季節ダミー AR (4) σ2
i

第 2四半期 101.47 (134.92) 0.64 (7.30) 6.36
第 3四半期 106.78 (11.81) 0.64 (7.30) 3.50
第 4四半期 118.93 (61.01) 0.64 (7.30) 6.36
第 1四半期 101.29 (211.34) 0.43 (2.70) 6.36

AIC=493.72

推定される AR係数は非定常となる領域に非常に近いことがわかる。消費データから定
理 4.2の各項目に当たる量を推定してみると表２のような結果が得られた。予想された
とおり、各季節平均を表す母数の変動幅は各季節の分散成分の変動に比べてかなり大き
く、線形ARMAモデルを当てはめると推定値が単位根に近くなっているとの解釈が妥当
と考えられよう。
一方で、RegSSARモデルについて推定されたパラメータの値は定常な領域にあり、季
節ダミーの係数は各季節で明らかに異なっている。さら、推定値を見ると１番目の係数
と 4番目のダミー変数の係数が近く、AR係数に関しては 4番目の値だけがその他の係数
と異なっている。これらのことより制約なしの RegSSARモデルよりも、制約を課すこ
とでよりパラメータを節約したモデルがより適切であることが期待される。従って次に、
制約なしの RegSSARモデルに対して一定の制約を係数と分散パラメータに課すことを
試みた。主にAIC最小化基準の観点による試行錯誤を経て、RegSSARMAモデルのクラ
スの中で最良のモデルとして選ばれた時系列モデルに関して、その推定結果を表 3に示
しておく。

2番目のデータはBox=Jenkins (1976)で引用された有名な航空機の旅客数の月次デー
タである。このケースについては、やはりAIC最小化基準を利用すると k = 2が選択さ
れた。制約なしの最尤法による RegSSARモデルの係数の推定値と t値を表 4に示して
おく。
また、RegSSARモデルにおいて µi = µ , bi = b および σi = σ (i = 1, · · · , 12) なる仮
定を置いて通常の線型モデルを推定した結果を示しておく。

y∗t = 100.86 + 0.90y∗
t−12 + 1.23vt .

(116.82) (31.27)
(4.3)

ここで AIC = 498.87 である。ここでもRegARMAモデルを当てはめた場合には、AR
係数の推定値は非定常に非常に近い値をとっていることが分かった。
この旅客データより各季節成分の値を推定した結果を表５にまとめて与えておくが、こ
の場合も消費データの解析結果と同様の推定結果が得られた。また、RegSSARMAモデ
ルのパラメータの推定値は定常な領域に収まっており、ダミー変数の係数は月ごとに明
らかに異なっている。特に 7月と 8月の係数については推定値が比較的大きくなってお
り、明らかに 0ではない 7月と 8月の値と較べて、その他の係数は大きく隔たっている。
さらに季節ダミーの係数についても同じように、7月と 8月はその他の月よりも推定値
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表 4: 旅客データへの SSARMAモデルの適用（母数制約が無い場合）

[注意 ]：モデルの未知母数の推定は、定常性の仮定の下で最尤法を用いた。括弧内は尤度関数の 2回微分に

基づいて構成された推定量のｔ値と分散である。

季節ダミー AR (12) σ2
i

1月 98.37 (364.72) -0.27 (-0.95) 0.62
2月 98.02 (145.92) 0.43 (1.63) 1.79
3月 100.67 (192.88) 0.27 (0.81) 1.60
4月 100.00 (307.82) -0.31 (-1.07) 1.27
5月 99.93 (353.34) -0.42 (-1.61) 0.87
6月 102.56 (244.79) 0.41 (1.57) 0.65
7月 104.87 (146.02) 0.81 (4.91) 0.36
8月 104.55 (177.18) 0.71 (3.68) 0.44
9月 101.48 (384.41) -0.02 (-0.07) 0.34
10月 98.55 (377.21) -0.07 (-0.22) 0.35
11月 95.51 (325.18) -0.08 (-0.11) 0.60
12月 97.94 (321.35) -0.04 (-0.04) 0.64

AIC=429.43

表 5: 旅客データの分析

月 biσ
2
i

1−b2i

σ2
i

1−b2i
(µi − µ̄)2

1月 -0.18 0.67 3.37
2月 0.95 2.20 4.76
3月 0.46 1.72 0.22
4月 -0.43 1.40 0.04
5月 -0.44 1.05 0.08
6月 0.32 0.78 5.53
7月 0.84 1.04 21.75
8月 0.64 0.89 18.87
9月 -0.01 0.34 1.64
10月 -0.02 0.35 2.72
11月 -0.05 0.61 22.00
12月 -0.02 0.64 5.15
合計 2.06 11.68 86.12
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表 6: 旅客データへの SSARMAモデルの適用（母数に制約がある場合）

季節ダミー AR (12) σ2
i

1月 98.36 (341.80) -0.21 (-1.91) 0.57
2月 98.01 (119.25) 0.55 (4.88) 1.58
3月 100.59 (132.26) 0.55 (4.88) 1.58
4月 99.95 (265.39) -0.21 (-1.91) 1.58
5月 99.88 (363.69) -0.21 (-1.91) 0.57
6月 102.50 (109.65) 0.55 (4.88) 0.57
7月 104.74 (136.46) 0.55 (4.88) 0.57
8月 104.49 (93.44) 0.55 (4.88) 0.57
9月 101.42 (367.70) -0.21 (-1.91) 0.57
10月 98.48 (363.78) -0.21 (-1.91) 0.57
11月 95.45 (173.73) -0.21 (-1.91) 0.57
12月 97.87 (345.86) -0.21 (-1.91) 0.57

AIC=399.66

が大きくなっていることが見て取れる。したがって、母数に制約がない RegSSARモデ
ルよりも、よりパラメータを節約した時系列モデルの方が適切である可能性が考えられ
る。そこで係数と分散のパラメータに適当な制約条件を課した RegSSARモデルの推定
を行った。ここでは主にAIC最小化基準に基づく試行錯誤の結果、RegSSARMAモデル
のクラスの中から最も適切なものを選択したが、得られた時系列モデルの推定結果を表
6に示しておく。

5 結論

本稿では、米国商務省センサス局の季節調整プログラムX-12-ARIMAにおいて主要な
役割を果たしている RegARIMAモデルに関する重要な問題を指摘した。季節和分を含
む非定常な時系列を問題とするとき、RegARIMAモデルにおける回帰部分の推定は、統
計的時系列分析における標準的な議論に収まらなくなる。そこで季節 ARIMAモデルに
従う誤差項を持つ回帰の問題に関して、回帰係数のｔ統計量の漸近分布を導いた。デー
タ数が大きいときに極限として得られる分布は t分布や正規分布ではなく、ブラウン運
動で表現される非正則な分布となっているので、こうした漸近分布をそのまま利用しよ
うとすると実用的にはその扱いがかなりやっかいになることが分かった。
次に季節転換 ARMAモデル (SSARMA)と RegSSARMAモデルなる季節時系列モデ
ルのクラスを導入し、季節性の変動をより適切に表現することを考えた。また、この
SSARMAモデルは季節性の持つ非線形な性質を表す単純な方法であることを示した。い
くつかの実証分析からは、多くの現実の経済時系列の持つ季節性を表現するためには、比
較的単純な SSARMAモデルのクラスを用いることで十分であろうと考えられる。ただ
し、SSARMAモデルでは母数の数がかなり大きくなるので、母数空間に制約を入れるこ
とが考えられるが、その具体的な方法についてはなお改善の余地があろう。
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最後に残されたいくつかの問題について言及しておく。云うまでもなく、経済時系列
の分析では季節性とともにトレンドの分析も重要な問題であり、季節性とトレンドにつ
いて様々な組み合わせで統計的モデル分析を行う必要がある。例えば高岡 (2004)ではこ
の問題について分析を行っているが、マクロ経済時系列の多くの系列では明らかに非定
常なトレンドが存在しているので、例えば非定常な確率的トレンドと SSARMAモデル
による季節性を組み合わせたモデルについて考察することは興味深い問題であろう。こ
こで、季節転換的な変動を含んだ時系列におけるトレンド関数のノンパラメトリックな
推定は、トレンドのより柔軟な表現を考える上でも重要であるので、今後、さらに研究
されるべき課題であろうと思われる。また、経済時系列分析ではトレンド成分、季節成
分、不規則成分等とともに循環成分もまた重要である。循環成分をも考慮に入れた季節
転換的な時系列分析はかなり複雑な様相を呈してくるので、ここでも新たな発想が求め
られてくることにも言及する必要があろう。

A 数学補論

この数学補論では本文中で結果を説明しその証明を省略した命題について、より詳し
い導出の過程と数理的証明の概略を与える。

定理 2.1 および 定理 2.2の証明の概略 :
[i] 最初に多項式について φp(B) = ΦP (Bs) = 1, θq(B) = ΘQ(Bs) = 1として離散時間の
確率過程 {ut}

(1 − B)d(1 − Bs)Dut = vt (t = 1, 2, · · ·) ,(A.1)

を考える。ただし d ≥ 1 , D ≥ 1 , σ = 1、確率変数列 {vt}は互いに独立に同一の分布に
したがい、初期条件は u−s = 0 (s ≥ 0)であると仮定する。
次に確率変数列を順次定義して、

u
(k)
t = u

(k)
t−1 + u

(k−1)
t (k = D + d, · · · , D)(A.2)

及び u
(0)
t = vt , u

(1)
t = (1 − Bs)−1u

(0)
t , · · · , u

(D)
t = (1 − Bs)−1u

(D−1)
t により構成する。

このとき正整数の列 [nu] ≥ jD · · · ≥ j1 ≥ 1 (0 < u < 1) に対して

u
(D)
([nu]−1)s+i =

∑
[nu]≥jD≥···≥j1≥1

u
(0)
j1

=
[nu]∑

jD=1

jD∑
jD−1=1

· · ·
j2∑

j1=1

u
(0)
j1

(i = 1, · · · , s)(A.3)

という表現を用いて

jD+1(T )∑
jD=1

u
(D)
jD

=
s∑

i=1

[
jD+1(T )

s
]∑

j=1

u
(D)
(j−1)s+i + R(jD+1(T ))(A.4)

と分解される。ここで、時点 jD+1(T )をTの関数として表現して剰余項とR(t(T )) とでき
る。仮定によりE[R(t(T ))2]がTの多項式となるのでその確率的次数が評価できる。また次
の導出過程より初期条件を漸近的に無視できることを示すこともできる。ここで上の季節
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による分解を u
(k)
(j−1)s+i (j ≥ 1, k = 1, · · · , D, i = 1, · · · , s) と u

(D+l)
j (j ≥ 1, l = 1, · · · , d)

に代入すると、

ut ∼ u∗
t =

∑
t≥jD+d≥···≥jD+1≥jD

s∑
i=1

∑
jD≥···≥j1≥1

v(j1−1)s+i(A.5)

なる表現を得る。このとき、弱収束の議論とタイトネス (tightness)条件を用い

1
T d+D−1

√
T

ut(T ) = (
1
s
)D− 1

2
1
T d

1

nD− 1
2

ut(T )(A.6)

w=⇒ (
1
s
)D− 1

2 B̄∗([
t(T )
T

]) ,

が得られるが8、ここで t(T )を T の関数として扱っていることに注意する。
次に連続写像定理と汎関数中心極限定理9を用いる。まず D = d = 1の場合には t =
(j2 − 1)s + i (j2 ≥ 2)に対し

T∑
t=1

ztu
(2)
t =

T∑
t=1

zt{[u(j2−1)s+i−1 + · · ·+ u(j2−1)s+1] +
(j2−1)s∑
j1=1

u
(1)
j1

}(A.7)

と書ける。仮定より例えば
∑T

t=1 ztu(j2−1)s+i−1の分散を評価するとO(T 3)であるので最
終項に比べて漸近的には無視できることがわかる。同様な議論から近似的に

1
T 2

√
T

T∑
t=1

ztu
(2)
t

∼= 1
T

T∑
t=1

zt{ 1
T
√

T

(j2−1)s∑
j1=1

u
(1)
j1

}

となること、各十分大きい j2 (≥ 2)に対して初期値 yt = 0 (t ≤ 0),∑(j2−1)s
j1=1 u

(1)
j1

=
∑j2−1

j1=1

∑s
i=1(

∑j1
j=1 u

(0)
(j−1)s+i) 及び E[

∑(j2−1)s
j1=1 u

(1)
j1

]2 ∼= sE[
∑j2−1

j=1 u
(1)
sj ]2 ,

（z∗(r) = (1/s)
∑s

i=1 zi(r) (T = sn)）などに注意すると、左辺は T −→ +∞ (n −→ ∞)
のときに

(1/s)
s∑

i=1

∫ 1

0
z∗i (r)(1/

√
s)B̄∗(r)dr

に収束することが分かる。D ≥ 1.d ≥ 1の場合も同様な議論により

1

T d+D+ 1
2

T∑
t=1

ztut =
1
T

T∑
t=1

zt[
1

T dnD−1
√

n
ut][

1
s
]D− 1

2(A.8)

w=⇒ (
1
s
)D− 1

2

∫ 1

0
z∗(r)B̄∗(r)dr .

が導かれる。
また {zt} に関する条件

1
T

T∑
t=1

ztz
′
t = (

1
s
)

s∑
i=1

1
n

n∑
j=1

z(j−1)s+iz
′
(j−1)s+i(A.9)

−→ M∗ =
1
s

s∑
i=1

Mi > 0 ,

8ここで w
=⇒は確率測度の弱収束（weak convergence）の意味であるが、より詳細な数理的議論は例え

ば Tanaka (1996)の定理 3.1と同様である。
9これらの確率論的な内容についての詳細な議論は例えば Billingsley (1968)を参照されたい。
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とタイトネス (tightness)条件により、

1

T d+D− 1
2

(β̂LS − β) = (
1
T

T∑
t=1

ztz
′
t)
−1[

1

T d+D+ 1
2

T∑
t=1

ztut](A.10)

w=⇒ (
1
s
)D− 1

2 M∗−1
∫ 1

0
z∗(r)B̄∗(r)dr ,

が得られる。ただし β̂LS = (β̂k)は未知母数ベクトルβ = (βk) の最小二乗推定量である。
さらに同様の議論により n −→ ∞ (T −→ ∞) のとき

(
1
T

)2(d+D)
T∑

t=1

u2
t = (

1
s
)2(D+d−1

2
) 1
T

T∑
t=1

[
1

T dnD−1
√

n
ut]2(A.11)

w=⇒ (
1
s
)2(D− 1

2
)
∫ 1

0
B̄∗2(r)dr ,

および

(
1
T

)2(d+D)
T∑

t=1

û2
t

w=⇒ (
1
s
)2(D− 1

2
)[
∫ 1

0
B̄∗2(r)dr−(

∫ 1

0
z∗(r)B̄∗(r)dr)

′
M∗−1(

∫ 1

0
z∗(r)B̄∗(r)dr)]

という結果が得られる。ただし ût (t = 1, · · · , T )は最小二乗法から得られる残差系列を
意味する。
以上のように n −→ ∞ (T −→ ∞) のときのランダムな項の評価を総合し、最終的に
定理 2.1 で示した弱収束の結果

1√
T

t(βk)
w=⇒ t∗k(A.12)

が得られる。
[ii] 次に d = 0の場合にはこの結果に若干の変更を加えることで定理 2.2 が導かれる。
例えば式 (A.5)はより簡単な形の

(A.5)
′

ut ∼ u∗
t =

∑
[
t(T )

s
]≥jD≥···≥j1≥1

v(j1−1)s+i

に（t = ([ t(T )
s ] − 1)s + i (i = 1, · · · , s)）置き換えればよい。

また式 (A.8)は

(A.7)
′ 1

TD+ 1
2

T∑
t=1

ztut
w=⇒ (

1
s
)D+ 1

2

s∑
i=1

∫ 1

0
zi(t)B̄i(t)dt .

に置き換えればよい。
またここから先の導出は d ≥ 1の場合と完全に平行した議論になるので、詳細につい
ては省略する。
[iii] 残りの証明は弱従属過程の弱収束に関する標準的な結果と同様である. 一般的な場
合には式 (2.11)の分子と分母の両方を σで割り、初期条件は漸近的に無視し得ることを
示す必要がある。
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ここで特性多項式 φp(B) = 0 , ΦP (Bs) = 0 , θq(B) = 0 , ΘQ(Bs) = 0 の根の絶対値が
1より大きいとの仮定の下では β0 = 1 および βj = O(ρj) (|ρ| < 1) を示すことは容易で
ある。ただし、確率過程 utの移動平均表現を

ut =
∑

t≥jD+d≥···≥jD+1

s∑
i=1

∑
[
jD+1

s
]≥jD≥···≥j1≥1

u
(0)
(j1−1)s+i ,(A.13)

および

u
(0)
(j1−1)s+i ∼ u

(0)∗
(j1−1)s+i =

∞∑
j=0

βjv(j1−1)s+i−j(A.14)

とした。以上より t値の分子と分母の両方で弱従属性（weak dependence）の影響を調べ
ることができるので一般的な場合の証明が可能となるが、かなり長い（しかし標準的な）
議論を行う必要があるので詳細は省略する。

定理 3.1の導出 :
一般性を失うことなく季節ダミー変数を用い、

∑s
j=1 βjzjt =

∑s
j=1 ajI

(j)
t と表記するこ

とにする.ここで I
(j)
t (j = 1, · · · , s)は季節指示関数である。ここでは煩雑さを避けるた

めに p ≥ 1, P ≥ 1, r ≥ s および 1 ≤ p < s の場合について考察する10。このとき (s+p)
次元の状態ベクトル {Yj}は

Yj = [Is+p −D0]a + D0Yj + D1Yj−1 +
P∑

i=2

B∗
i Yj−i −

P∑
i=1

AiYj−i(A.15)

+Vj

というベクトル表現をすることができる。ただし、誤差項
V

′
j = (σsv(j−1)s+s, · · · , σ1v(j−2)s+1, 0, · · · , 0) は (s + p) × 1 の確率変数ベクトルであ
り、a

′
= (as, · · · , a−p+1) は (s + p) × 1 の定数ベクトルを表している。また、Bj =

diag(Φ(s)
j , · · · , Φ(1)

j ) (j = 1, · · · , P )は s × s 対角行列であり、

I∗
s+p =

(
Is O
O O

)
,

B∗
j =

(
Bj O
O O

)
,

D0 =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0 φ1 · · · φp 0 · · · 0
0 0 φ1 · · · φp 0 · · ·
...

... 0
. . .
0 φ1 · · · φp

... 0 0 0 · · · 0
...

...
. . .

...
0 · · · 0 0 0 · · · 0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

,(A.16)

10なお季節ダミー変数が含まれない場合には、状態ベクトルやその他の表記を適切に変更すればよい。ま
た、s ≤ p < 2s,となる場合にも以下と同様の議論を行うことができる。例えば 2s + (p − s)次元ベクトル
の組を構成し、それに対応した適当な変更を加えれば良いが、こうした場合でも本質的な議論はここで与え
たケースと同様である。
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Ai =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0 φ1Φ
(s−1)
i · · · φpΦ

(s−p)
i 0 · · · · · · 0

0 0 φ1Φ
(s−2)
i · · · φpΦ

(s−p−1)
i · · · 0

...
...

... 0
. . . . . . . . . 0 · · ·

0
.. . . . . . . .

0
. . . φ1Φ

(1)
i · · · φpΦ

(s−p)
i 0

...
... 0 φ1Φ

(s)
i · · · φpΦ

(s−p+1)
i

0
... 0 · · · 0

... · · · ...
... 0

. . .
...

0 · · · 0 0 · · · 0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

,

および

D1 =

(
B1 O
Ip O

)

は (s + p) × (s + p)行列である。
時系列モデルのこうしたベクトル表現は一見複雑に見えるが、特性方程式に関する次の
結果を利用することができる。

補助定理 A.1 : 式 (A.14)で定義されるベクトル AR過程の特性方程式は

c(λ) = |λP [Is+p − D0]− λP−1[D1 − A1] −
P∑

i=2

λP−i[B∗
i −Ai]| = 0 .(A.17)

により表現される。このとき次の等式が成り立つ11。

c(λ) = λp(P−1)
p∏

i=1

(λ − ρs
i )

s∏
i=1

[λP − λP−1Φ(i)
1 − · · · − Φ(i)

P ] ,(A.18)

ただし ρi (i = 1, · · · , p)は方程式

λp − λp−1φ1 − · · · − φp = 0 .(A.19)

の解である。

補助定理A.1 の証明 :
補助定理 A.1は次に述べる補助定理 A.2から簡単に導くことができる。一般の場合には
記号が複雑になるので P = p = 2の場合についての証明を与えておく。ここで特性多項
式 (A.16)は (s + 2)× (s + 2)行列の行列式で λについての 2s + 2次多項式となることに
注意する。2次多項式 aj(λ) = λ2 − Φ(j)

1 λ − Φ(j)
2 (j = 1, · · · , s) を用いると

c(λ)

11レフェリーにより λp(P−1) 項の指摘及び補助定理 A.1の別証明が与えられたのでレフェリーには特に感
謝する。ここでは補助定理 A.2を経由した証明そのものにも興味がある読者も想定して元の証明のアイデア
を少し修正した議論を用いている。
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=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

as(λ) −φ1as−1(λ) −φ2as−2(λ) 0 · · · 0

0 as−1(λ) −φ1as−2(λ) −φ2as−3(λ)
. . .

...

0 0
. . . . . . . . .

0 0 0
.. . . . . . . . 0

...
... 0 a1(λ) −φ1as(λ) −φ2as−1(λ)

−λP−1 0 · · · ... 0 λP 0
0 −λP−1 · · · 0 0 λP

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

　

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= λp(P−1)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

as(λ) −φ1as−1(λ) −φ2as−2(λ) 0 · · · 0

0 as−1(λ) −φ1as−2(λ) −φ2as−3(λ)
. . .

...

0 0
. . . . . . . . .

0 0 0
. . . . . . . . . 0

...
... 0 a1(λ) −φ1as(λ) −φ2as−1(λ)

−1 0 · · · ... 0 λ 0
0 −1 · · · 0 0 λ

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

　

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= λp(P−1)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

as(λ) −φ1as−1(λ) −φ2as−2(λ) 0 · · · 0 0
0 as−1(λ) −φ1as−2(λ) 0 · · · 0 0

0 0
. . . . . . · · · 0 0

−φ2as(λ)/λ 0 · · · . . . −φ1a1(λ) −φ2as(λ) 0
−φ1as(λ)/λ −φ2as−1(λ)/λ · · · 0 a1(λ) −φ1as(λ) −φ2as−1(λ)

0 0 · · · · · · 0 λ 0
0 0 · · · · · · 0 0 λ

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= λp(P−1) ×
⎡
⎣ s∏

j=1

aj(λ)

⎤
⎦×

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1 −φ1 −φ2 0 · · · 0

0 1 −φ1 −φ2 0
...

0 0
. . . . . . . . .

...
... 0

. . . . . .

0
...

. . . 1 −φ1 −φ2

−φ2 0 · · · 0 λ −λφ1

−φ1 −φ2 0 · · · 0 0 λ

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
となる。ただし、ここで行列の基本変形を繰り返し適用したが、最後の変形は (s + p)×
(s + p))行列の行列式を s × s行列の行列式に帰着させたことに注意する。さらに、最後
の右辺に現れた s × s (s > p)行列の左下部分の p × p行列をゼロ行列に変換する行列変
形により次の補助定理 A.2を用いると求める結果を得ることができる。
(Q.E.D)
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補助定理 A.2 : s × s行列 (s > p)の行列式に関して次の関係が成立する。
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1 −φ1 · · · −φp 0 · · · 0
0 1 −φ1 · · · −φp 0 0

0 0
. . . . . .

0 · · · 1 −φ1 −φ2 · · · −φp

−φp · · · 0 0 λ −λφ1 · · · −λφp−1

...
. . .

...
−φ2 · · · 0 λ −λφ1

−φ1 · · · −φp 0 · · · 0 λ

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

p∏
i=1

(λ − ρs
i) .(A.20)

ただし実数 ρi (i = 1, · · · , p)は方程式 λp − λp−1φ1 − · · · − φp = 0 の根である。

補助定理A.2 の証明 :
s × s (s > p)行列の基本変形を用いて左上（非対角）要素を全てゼロに変形する。その
結果として得られる行列は⎛

⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1 0 · · · 0 · · · 0

0 1
.. . 0 0

...
. . . . . . . . .

...
0 0 1 0
c1 · · · cs−(p−1) · · · cs

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

と書ける。ただし行列の下側は p × 1 ベクトル {cj} (j = 1, · · · , s)を用いて表現した
ので、問題は p × p行列 (cs−(p−1), · · · , cs) の行列式を求めることに帰着される。ここで
行列の基本変形により c

′
s = (−φp−1λ, · · · ,−φ1λ, λ) + φ1c

′
s−1 + · · · + φpc

′
s−p, c

′
s−1 =

(−φp−2λ, · · · ,−φ1λ, λ, 0) + φ1c
′
s−2 + · · · + φpc

′
s−p−1, · · · , c

′
s−(p−1) = (λ, 0, · · · , 0) +

φ1c
′
s−(p−2) + · · · + φpc

′
s−(2p−1) であることに注意しておく。さらにベクトル {cj; j =

1, · · · , s − p}は

cj = φ1cj−1 + · · ·+ φpcj−p (j = 1, · · · , s− p) ,(A.21)

なる差分方程式を満たすものとして定義できる。また初期値は (c−p+1, · · · , c0) = (−1)Ip

とする。このとき、任意の j = 1, · · · , s − pに対して

(c−p+1+j , · · · , cj) = (c−p+j, · · · , cj−1)

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0 0 · · · 0 φp

1 0 · · · 0 φp−1

0 1 0 · · · φp−2

...
. . .

...
0 · · · 1 φ1

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

(A.22)
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と書けることに注意する。したがって、差分方程式を用いて cj (j = −p + 1, · · · , s)につ
いての代入を繰り返して得られる表現を整理すると p × p行列 (cs−p+1, · · · , cs) は

(cs−p+1, · · · , cs) = λIp + (c−p+1, · · · , c0)

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0 0 · · · 0 φp

1 0 · · · 0 φp−1

0 1 0 · · · φp−2

...
. . .

...
0 · · · 1 φ1

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

s

(A.23)

と表現される さらに p × p行列である (A.22)の行列式を計算すると、{cj} に関する初
期条件を用いることで

|cs−p+1, · · · , cs| =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
λIp −

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

0 0 · · · 0 φp

1 0 · · · 0 φp−1

0 1 0 · · · φp−2

...
. . .

...
0 · · · 1 φ1

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

s∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
(A.24)

となることがわかる。右辺の行列の固有値は ρs
i (i = 1, · · · , p) であるので式 (A.20)の関

係が得られる。
(Q.E.D)

定理 3.1の導出（続き） :
補助定理A.1により、定理 3.1における安定条件は (A.16) の全ての特性根の絶対値が１
より小さいということと同値であることがわかる。したがって、時系列分析の標準的な
議論 (例えばAnderson (1971)の第 5章を参照)に従えば、ただちに定理を得ることがで
きる。
(Q.E.D.)

定理 3.2の証明 :
まず式 (3.4)両辺に I

(i)
t を掛けて期待値をとる。すると安定条件の下で

µi = E[ytI
(i)
t ] =

ai

1 − bi
(i = 1, · · · , s)(A.25)

が得られる。このとき定常過程についてのエルゴード定理 (例えば Anderson (1971)の
ch.8の議論が利用できる）より、n ↑ +∞ に対して

1
T

T∑
t=1

yt =
1
s

s∑
i=1

[
1
n

n∑
j=1

y(j−1)s+i]
p−→ 1

s

s∑
i=1

µi = µ̄(A.26)

が成り立つ。同様の議論により、y2
t に対して I

(i)
t を掛けて期待値をとることで、

E[y2
t I

(i)
t ] =

1
1 − b2

i

[a2
i + σ2

i + 2aibiµi](A.27)

が得られるので、n ↑ +∞ に対して

1
T

T∑
t=1

y2
t =

1
s

s∑
i=1

[
1
n

n∑
j=1

y2
(j−1)s+i]

p−→ 1
s

s∑
i=1

[
a2

i + σ2
i + 2aibiµi

1 − b2
i

](A.28)
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が成り立つ。さらに ai = (1− bi)µi (i = 1, · · · , s)という関係を利用すると、n ↑ +∞ に
対して

1
T

T∑
t=1

(yt − ȳ)2 =
1
T

T∑
t=1

y2
t − ȳ2

p−→ 1
s

s∑
i=1

σ2
i

1 − b2
i

+
1
s

s∑
i=1

ai(ai + 2biµi)
1 − b2

i

− µ̄2

=
1
s

s∑
i=1

σ2
i

1 − b2
i

+
1
s

s∑
i=1

(µi − µ̄)2(A.29)

となる。また

1
T

T∑
t=1

(yt−s − ȳ−s)(yt − ȳ)

=
1
T

T∑
t=1

(yt−s − µ̄)[
s∑

i=1

(ai + biyt−s + σivt)− µ̄] + op(1)(A.30)

となることも同様にわかる。以上の計算から自己回帰（AR）モデルを当てはめた時に得
られる係数に対する最小二乗推定量の分子の極限 (n ↑ +∞)は

s∑
i=1

aiE[
1
T

T∑
t=1

(yt − µ̄)I(i)
t ] +

s∑
i=1

biE[
1
T

T∑
t=1

(yt−s − µ̄)yt−sI
(i)
t ]　

=
s∑

i=1

ai(
µi − µ̄

s
) +

s∑
i=1

bi[
1
s

a2
i + σ2

i + 2aibiµi

1 − b2
i

− µ̄
µi

s
]

=
1
s

s∑
i=1

biσ
2
i

1 − b2
i

+
1
s

s∑
i=1

(µi − µ̄)2 ,(A.31)

と評価される。ただし、ここで ai = (1− bi)µi (i = 1, · · · , s) という関係を用いたことを
注意しておく。このことから定理の主張する結果 (3.15)が得られる。
(Q.E.D.)
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