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概 要

制約された母数空間における推定問題は, 許容性やミニマックス性などの統計的決定理論の
視点から様々な興味深い問題を含んでいる. 例えば, 分散が既知の正規分布の平均の推定とい
う簡単な問題を考えてみると, 平均が正に制約されているような片側制約の場合には標本平均
はミニマックスになるが, 両側から制約されている場合にはもはやミニマックスでも許容的で
もない. しかし, 分散が未知の場合には, 平均が両側から制約されていても標本平均はミニマッ
クスになっている. このように, 母数空間への制約の入り方や推定問題の設定の仕方によって
予想を覆すような現象が現れる. この論文では, 統計的決定理論の視点から母数空間が制約さ
れているときの推定問題について解説する.

キーワード: 母数制約, ミニマックス性, ベイズ推定, 一般化ベイズ推定, 許容性, 統計的決定理
論, Stein 恒等式, Gauss 発散定理, 不偏性, 共変性, 位置尺度分布族

1 はじめに

母数空間が制約されているときの統計的推測の問題は広い分野で研究され, その内容は Barlow,

Bartholomew, Bremner, Brunk (1972) や Robertson, Wright, Dykstra (1988) で詳しく解説され
ている. その大半は, 仮説検定手法や最尤推定量を求めるためのアルゴリズムなどの研究に注がれ
てきたようである. 一方, 推定の理論的な研究は van Eeden (2006) の中で解説されているが, 統計
的決定理論の立場に立った研究は簡単な問題設定のもとでは議論されてきたが, 現実的な制約条件
が入った問題は制約の複雑さから扱いが困難になり, あまり発展してこなかったように思う. しか
し, 例えば平均の順序制約の下で順序制約を利用した単調回帰 (isotonic regression)推定量を考え
てみると, 順序制約を利用しない推定量に比べ常によくなっていると予想されるが, 統計的決定理
論の立場からすると, 実はその予想は正しくないことが Lee (1988), Hwang, Peddada (1994) に
よって示されている. このように, 制約された母数の推定には, 常識を覆すような興味深い現象が
現れ, 解決するのに値する問題が残っているようである. 最近 Hartigan (2004) が導いた結果は極
めて魅力的で画期的なもので, 順序制約を利用した一般化ベイズ推定量が順序制約を利用しない推
定量を一様に改良することを, Stein の恒等式と Gauss の発散定理を用いて証明するのに成功し
た. また Marchand, Perron, Strawderman らによって新たな理論展開がなされ, 母数制約下での
推定理論の世界が少しずつ広がってきている. この論文では, 制約された母数の点推定に焦点を絞
り, 統計的決定理論の視点からこれまでの研究成果の解説を行い, 今後この分野に関心を持たれる
方の参考になるようにまとめさせて頂いた.

制約された母数空間における点推定の, 統計的決定理論からの研究は, Katz (1961) が 1母数の
指数型分布族において母数制約されているときの一般化ベイズ推定量が許容的でミニマックスであ
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ることを示して以来, 新たな理論展開を繰り返しながら発展してきた. その中から, この論文では，
次の４つのテーマについて研究成果をまとめ, その内容を解説する. (A) 一般化ベイズ推定量によ
る改良, (B) 両側から制約されている場合の推定, (C) 正に制約された位置母数の和の推定, (D) 母
数制約のもとでのミニマックス性

(A) 一般化ベイズ推定量による改良. 分散が既知の p-変量正規分布において, 平均が凸集合に制
約されているとき, 平均の不偏推定量もしくは最良共変推定量は, 凸集合上の一様分布に対する一
般化ベイズ推定量で改良できることを示したのが Hartigan (2004) の結果である. この証明には,

Stein の恒等式と Gauss の発散定理が用いられており, 証明方法の美しさはこの分野の研究者に
新たな創造の活力を与えてきた. Tsukuma, Kubokawa (2008) は, 平均が凸多面錐に制約されて
いる場合に, 不偏推定量がミニマックスになり, その結果一般化ベイズ推定量がミニマックスにな
ることを示した. また p = 1, 2 のとき一般化ベイズ推定量が許容的になるものの, p ≥ 3 のとき非
許容的になる, いわゆる Stein 現象を示した. Hartigan の方法は, 凸集合というかなり一般の制約
を扱うことを可能にしている点で優れているが, (1) 分散が既知の正規分布に限定されること, (2)

２乗損失関数のときのみ証明可能, (3) 事前分布は一様分布のときのみ証明可能という限界がある.

その限界を超える１つの試みが Kubokawa (1994a, b, 98, 99) により提案された IERD (Integral

Expression of Risk Difference) 法である. Kubokawa (1994a) で与えた表現式を竹内啓氏が自然な
導出方法へ修正したものである. Hartigan の方法のように一般の凸集合への制約を扱うことはで
きないが, IERD 法を用いることにより, 位置分布族や凸損失関数への拡張が可能になる. IERD

法は, James-Stein 推定量を改良する一般化ベイズ推定量の導出や分散に対するミニマックスな一
般化ベイズ推定量の導出及び信頼区間への拡張など, 他の推定問題においても役立つ.

(B) 両側から制約されている場合の推定. 制約された母数の推定において興味深い結果の１つは,

Casella, Strawderman (1981) により得られた結果で, 正規分布の平均が両側から制約されて閉区
間に入る場合には, 不偏推定量はもはやミニマックスでなく, 区間の幅が小さいときには, 両端に
等確率をもつ事前分布に対するベイズ推定量がミニマックスになるというものである. ベイズ推定
量のリスクの上限を評価する素朴な証明方法なので, 分布の拡張などは簡単ではない. Marchand,

Perron (2001) は, Casella, Strawderman の結果を多次元正規分布に拡張するとともに, ベイズ推
定量が最尤推定量を改良することを示した.

(C)正に制約された位置母数の和の推定. p個の正規分布について, それぞれの平均が正に制限さ
れているとき, p個の平均の和を推定する問題は,最近 Kubokawa (2012), Kubokawa, Strawderman

(2011a, b) により, 一連の研究成果が得られた. そこでは, p ≥ 2 のとき一般化ベイズ推定量がミニ
マックスにならないこと, p ≥ 5 のとき最尤推定量がミニマックスにならないという非ミニマック
ス性が示されたが, その結果は一般の位置分布族において位置母数の線形結合の推定へ拡張され,

ミニマックス性の必要十分条件が得られている. また許容的ミニマックス推定量の導出などもなさ
れている.

この報告では, 制約された母数空間における推定問題について, (D)母数制約のもとでのミニマッ
クス性を含め, これまでの研究成果を解説する. 証明については, わかりやすい部分や興味深いも
のだけを取り上げ, 詳細は割愛させて頂く. 2 章は, 制約された母数空間上の一様分布に対する一
般化ベイズ推定量が不偏推定量（最良共変推定量）を改良するための方法として, Hartigan の方
法と IERD 法を説明する. 3章では, 母数制約がないときの最良共変推定量が母数制約のもとでも
ミニマックスになることを, 簡単な場合に Girshick-Savage の方法を利用して証明し, 一般の群構
造の入った推定問題でのミニマックス性の条件を与える. 凸多面錐に制約されている場合のミニ
マックス性について議論し, 一般化ベイズ推定量の許容性と非許容性について述べる. 4章は, 両
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側から制約されている場合の推定問題を扱う. 5章では, 正に制約された位置母数の線形結合の推
定問題を考え, 一般化ベイズ推定量の非ミニマックス性, 最尤推定量の非ミニマックス性, 許容的
ミニマックス推定量の導出, 分散の Stein 推定量との関係について説明する.

2 母数制約のもとでの一般化ベイズ推定量

確率変数 X = (X1, . . . , Xp)
t の確率密度関数が f(x − µ) で与えられ, 位置ベクトル µ =

(µ1, . . . , µp)
t の母数空間 Ω が D に制約されている場合を考えよう. 制約されていないときの母数

空間 Ω は, p 次元ユークリッド空間である. 母数 µ が制約されていないときには, µ の事前分布
として Ω 上の一様分布を仮定すると, 得られる一般化ベイズ推定量は, 位置変換に関する最良共変
推定量になり, これは定数リスクをもつ推定量である. 母数空間が制約されているときには, µ の
事前分布として, 制約された空間 D 上に一様分布を想定してみると, 一般化ベイズ推定量が最良
共変推定量を改良することが予想される. このことを示す方法として, Hartigan の方法と IERD

法の２つの方法が知られている.

位置ベクトルの推定においては, 推定量 µ̂ = (µ̂1, . . . , µ̂p)
t の良さを測るために, ２乗損失関数

∥µ̂(X)− µ∥2 = (µ̂(X)− µ)t(µ̂(X)− µ) =
∑p

i=1(µ̂i(X)− µi)
2 に関するリスク関数 R(µ, µ̂) =

E[∥µ̂(X)− µ∥2] を考える. この論文では, 特に断らない限り２乗損失に関するリスクを扱うこと
とする. 母数 µ の事前分布として, 制約された母数空間 D 上に一様分布を想定すると, 得られる
一般化ベイズ推定量は,

µ̂GB(X) =

∫
D
ξf(X − ξ)dξ/

∫
D
f(X − ξ)dξ

で与えられる. これは, µ̂GB = X − g(X) とも書かれる. ここで,

g(X) =

∫
D(X − ξ)f(X − ξ)dξ∫

D f(X − ξ)dξ

である. D = Ω のときには, g(X) は定数になり，そのときの推定量を µ̂U (X) と書くと, これは
最良共変推定量になっている.

2.1 Hartigan の方法

Hartigan (2004) は, X の分布が正規分布 Np(µ, Ip) のときに, Stein の恒等式と Gauss の発散
定理を用いて, µ̂GB が最良共変推定量を改良することを示した. このときの最良共変推定量は X

となるので, µ̂GB のリスクが X のリスクより小さくなることを示せばよい.

補題 2.1 X の分布が正規分布 Np(µ, Ip) に従うとする. このとき, D 上の一様分布に対する一
般化ベイズ推定量 µ̂GB(X) のリスク関数は次のように表される.

(2.1) R(µ, µ̂GB) = p+ E
[∫

D ∇t
ξ{(µ− ξ)f(X − ξ)}dξ∫

D f(X − ξ)dξ

]
ここで, ∇ξ = (∂/∂ξ1, . . . , ∂/∂ξp)

t である.
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証明. まず, µ̂GB のリスク関数は,

R(µ, µ̂GB) = E[∥µ̂GB − µ∥2] = p− 2E[(X − µ)tg(X)] + E[∥g(X)∥2]

と表される. ここで, 積の期待値 E[(X − µ)tg(X)] を評価するために, Stein の恒等式 (Stein

(1981)) を用いる. これは, 部分積分を用いて期待値の中身を母数 µ に依存しないように書き換え
ることのできる恒等式で, 具体的には,

E[(X − µ)tg(X)] = E[∇t
Xg(X)]

で与えられる. ただし, ∇X は X に関する微分作用素で, ∇X = (∂/∂X1, . . . , ∂/∂Xp)
t である.

具体的に, ∇t
Xg(X) を計算すると,

−E[(X − µ)tg(X)] =− E[∇t
Xg(X)]

=E
[
−p+

∫
D ∥X − ξ∥2f(X − ξ)dξ∫

D f(X − ξ)dξ
− ∥g(X)∥2

]
となる. 一方, (X − µ)t(X − ξ) = ∥X − ξ∥2 − (µ− ξ)t(X − ξ) より,

−(X − µ)tg(X)

= −
∫
D ∥X − ξ∥2f(X − ξ)dξ∫

D f(X − ξ)dξ
+

∫
D(µ− ξ)t(X − ξ)f(X − ξ)dξ∫

D f(X − ξ)dξ

と表される. 従って,

R(µ, µ̂GB) = E
[∫

D(µ− ξ)t(X − ξ)f(X − ξ)dξ∫
D f(X − ξ)dξ

]
と書ける. ここで,∫

D
∇t

ξ{(µ− ξ)f(X − ξ)}dξ = −p
∫
D
f(X − ξ)dξ +

∫
D
(µ− ξ)t(X − ξ)f(X − ξ)dξ

より, 補題 2.1 の結果を得る.

補題 2.1 の中で与えられたリスクの表現式について, その右辺の期待値の中の分子を評価する
ために Gauss の発散定理を用いる. 制約空間 D の境界を ∂D, 境界上の測度を dS(·) で表し, ∂D

上の点 ξ における単位法線ベクトルを nξ とすると, Gauss の発散定理により,∫
D
∇t

ξ{(µ− ξ)f(X − ξ)}dξ =

∫
∂D

nt
ξ(µ− ξ)f(X − ξ)dS(ξ)

が成り立つ. D が凸集合のときには, ξ ∈ ∂D, µ ∈ D に対して nt
ξ(µ − ξ) ≤ 0 となるので,

R(µ, µ̂GB) ≤ p が成り立つ. 従って, 次の定理を得る.

定理 2.1 X の分布が正規分布 Np(µ, Ip) に従うとする. D が凸集合ならば, D 上の一様分布に
対する一般化ベイズ推定量 µ̂GB は X を改良する.

Hartigan の結果は, D が凸集合という, かなり一般的な制約空間に対して改良結果を導くこと
ができる. しかし, 正規分布の仮定が本質的であり, 正規性の仮定を緩めると, Hartigan の方法は
利用できない. 次の節で紹介する IERD 法は正規性の仮定を外すことのできる１つの方法である.
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2.2 IERD 法

確率変数 X の密度関数が位置母数 µ をもつ分布 f(x − µ) に従っていて, 位置母数 µ が１
次元で, D0 = {µ|µ > 0} に制約されている場合を考えよう. この場合, µ の最良共変推定量は,

c0 = E[X − µ] =
∫
uf(u)du に対して µ̂U = X − c0 で与えられる. 母数が制約されているときに

µ̂U を改良する推定量のクラスとして

µ̂ϕ(X) = X − ϕ(X)

を考える. ここで, ϕ(·) は絶対連続な関数である. µ̂ϕ(X) が µ̂U を改良するための ϕ(·) に関する
条件を求めるために, IERD 法に基づいた次の補題が役立つ.

補題 2.2 ϕ(·) が limw→∞ ϕ(w) = c0 をみたすならば, ２つの推定量 µ̂ϕ と µ̂U のリスク関数の差
は, 積分を通して次のように書かれる.

∆ ≡R(µ, µ̂U )−R(µ, µ̂ϕ)

=− 2

∫ {∫ w

−∞
uf(u)du− ϕ(w + µ)

∫ w

−∞
f(u)du

}
ϕ′(w + µ)dw

証明. 仮定より limw→∞ ϕ(w) = c0 だから, 推定量 µ̂ϕ と µ̂U のリスク関数の差 ∆ は,

∆ = E
[[{

X − ϕ(X + t)− µ
}2]∞

t=0

]
= E

[∫ ∞

0

d

dt

{
X − ϕ(X + t)− µ

}2
dt
]

と書けることがわかるので,

∆ = −2

∫ ∫ ∞

0

{
x− ϕ(x+ t)− µ

}
ϕ′(x+ t)dtf(x− µ)dx

となる. w = x+ t− µ, u = w − t, (dw = dx, du = −dt) と変数変換すると,

∆ =− 2

∫ ∫ ∞

0

{
w − t− ϕ(w + µ)

}
ϕ′(w + µ)f(w − t)dtdw

=− 2

∫ ∫ w

−∞

{
u− ϕ(w + µ)

}
ϕ′(w + µ)f(u)dudw

となり, 補題で与えられる式が成り立つ.

補題 2.2 から, µ̂ϕ が µ̂U を改良するための条件を導くことができる.

定理 2.2 次の (a), (b) の条件を仮定する.

(a) ϕ(w) は w の非減少関数で, limw→∞ ϕ(w) = c0 とする.

(b) 不等式 ϕ(w) ≥ ϕGB(w) がみたされる. ただし, ϕGB(w) は次で与えられる.

ϕGB(w) =

∫ w

−∞
uf(u)du/

∫ w

−∞
f(u)du

このとき, µ̂ϕ は µ̂U を改良する.
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証明. 条件 (a) より, 補題 2.2 の表現式が成り立ち, また ϕ(·) の非減少性に注意すると,

∆ =− 2

∫ {∫ w

−∞
uf(u)du− ϕ(w + µ)

∫ w

−∞
f(u)du

}
ϕ′(w + µ)dw

≥− 2

∫ {∫ w

−∞
uf(u)du− ϕ(w)

∫ w

−∞
f(u)du

}
ϕ′(w + µ)dw

となることがわかる. 条件 (b) より この値は 0となるので, ∆ ≥ 0 が示される.

定理 2.2 の条件 (a), (b) をみたす推定量の例として, D0 上の一様分布に対する一般化ベイズ推
定量と打ち切り推定量があげられる.

例 2.1 (一般化ベイズ推定量) ϕGB(w) を w で微分することにより, ϕGB(w) が非減少であること
がわかる. また limw→∞ ϕGB(w) = c0 より, 条件 (a) がみたされる. 条件 (b) は明らかであるの
で, 定理 2.2 より, µ̂GB = X − ϕGB(X) は X を改良することがわかる. µ̂GB は, 制約された空間
D0 上に一様分布を想定したときの一般化ベイズ推定量に一致する. すなわち,

(2.2) µ̂GB = X − ϕGB(X) =

∫ ∞

0
ξf(X − ξ)dξ/

∫ ∞

0
f(X − ξ)dξ

である. Farrell (1964) は, µ̂GB のミニマックス性と許容性を証明している.

例 2.2 (打ち切り推定量) ϕTR(w) = min{w, c0} とすると, これは w に関して非減少であり, ま
た limw→∞ ϕTR(w) = c0 をみたしている. 例 2.1 より, ϕGB(w) ≤ min{w, 0} が成り立つことがわ
かるので, ϕTR(w) ≥ ϕGB(w) となり, 条件 (b) がみたされる. 従って, 定理 2.2 より, 打ち切り推
定量

µ̂TR = X − ϕTR(X) = max{X − c0, 0}

は, X を改良することがわかる. 正規分布のとき, 打ち切り推定量は最尤推定量になっている.

定理 2.2 は, 一般化ベイズ推定量や打ち切り推定量以外にも改良する推定量を与えることがで
きるが, その推定量がベイズ推定量になっているかが興味あるところであり, Maruyama, Iwasaki

(2005) はそれに関連した結果を与えている.

一般化ベイズ推定量 µ̂GB のリスク関数を描いてみると, µ = 0 の点でリスクの値がミニマック
ス・リスク R(µ, µ̂U ) に一致することがわかる. この事実は, 補題 2.2 を用いれば解析的にも確か
められる. 実際, µ = 0 の点で, 次の等式が成り立つ.

R(0, µ̂U )−R(0, µ̂GB) = −2

∫ {∫ w

−∞
uf(u)du− ϕGB(w)

∫ w

−∞
f(u)du

}
{ϕGB(w)}′dw = 0

命題 2.1 µ = 0 で, R(0, µ̂U ) = R(0, µ̂GB) となり, µ̂GB のリスクは µ̂U のリスクに一致する.

IERD 法を用いることによって, 改良結果が一般の位置分布族へ拡張できるようになるが, Har-

tigan の結果のように p-次元の凸集合へ拡張することは難しいようである. IERD 法の他の母数制
約問題への適用は Kubokawa, Saleh (1998) で与えられている.
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3 母数制約のもとでのミニマックス性

前節では, 制約された母数空間上の一様分布に対する一般化ベイズ推定量が最良共変推定量を改
良することを示した. 最良共変推定量とは, 母数空間に制約がないときの最良共変推定量のことで,

この場合, 適当な条件のもとでミニマックスになることが知られている. この節では, 最良共変推
定量のミニマックス性が, 母数空間が制約されている場合にも維持されるための条件を与える.

3.1 Girshick-Savage の方法

まず, 簡単な例として, 2.2節で扱った位置母数の推定問題 X ∼ f(x−µ), µ > 0, を取り上げ, 母
数制約のもとで最良共変推定量 µ̂U = X − c0 のミニマックス性がどのように示されるかをみてみ
たい. ここで用いられる方法は, Kubokawa (2004) で与えられたもので, Girshick, Savage (1951)

の方法を, 母数が制約されている場合へ適用したものである.

命題 3.1 位置母数 µ が µ > 0 に制約されている場合, µ̂U はミニマックスになる.

証明. Ak = {µ| 0 < µ < k}, k = 1, 2, . . ., とし, 事前分布の列

πk(µ) =

{
k−1, µ ∈ Ak のとき
0, その他,

を考えると, 対応するベイズ推定量の列は

µ̂πk = µ̂πk(X) =

∫
Ak

af(X − a)da

∫
Ak

f(X − a)da

となり, そのときのベイズリスク関数は

(3.1) rk(πk, µ̂
π
k) =

1

k

∫
Ak

∫
{µ̂πk(x)− µ}2 f(x− µ)dxdµ

と書ける. R0 を µ̂U のリスクとすると, これは定数であり, rk(πk, µ̂
π
k) ≤ rk(πk, µ̂

U ) = R0 が成
り立つので, lim infk→∞ rk(πk, µ̂

π
k) ≥ R0 を示せば十分である. 変数変換 z = x − µ, (dz = dx),

t = a− µ, (dt = da) を行うと,

µ̂πk(x)− µ =µ̂πk(z + µ)− µ

=

∫
Ak

(a− µ)f(z + µ− a)da

∫
Ak

f(z + µ− a)da

=

∫
t+µ∈Ak

tf(z − t)dt

∫
t+µ∈Ak

f(z − t)dt(3.2)

と書けることになる. ここで変数変換 ξ = (2/k)(µ− k/2), (dξ = (2/k)dµ) を行う. この変数変換
が証明のポイントになる. この変換により, Ak の範囲 0 < µ < k は |ξ| < 1 に移り, 0 < t+µ < k

は −(k/2)(ξ + 1) < t < (k/2)(1− ξ) に移る. そこで,

A∗
k = {t| − (k/2)(ξ + 1) < t < (k/2)(1− ξ)}

とおくと, (3.2) と (3.1) は,

µ̂πk(x)− µ =

∫
A∗

k

tf(z − t)dt

∫
A∗

k

f(z − t)dt ≡ µ̂∗k(z|ξ),(3.3)
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rk(πk, µ̂
π
k) =

1

2

∫
|ξ|<1

∫
{µ̂∗k(z|ξ)}

2 f(z)dzdξ

となる. 十分小さい ε > 0 と正値関数 h(ξ) に対して,∫
|ξ|<1

h(ξ)dξ =

∫
|ξ|<1−ε

h(ξ)dξ +

∫
1−ε<|ξ|<1

h(ξ)dξ ≥
∫
|ξ|<1−ε

h(ξ)dξ,

となることに注意すると,

rk(πk, µ̂
π
k) ≥

1

2

∫
|ξ|<1−ε

∫
{µ̂∗k(z|ξ)}

2 f(z)dzdξ

が成り立つことがわかる. (3.3)で与えられる µ̂∗k(z|ξ)の中の積分範囲は, A∗
k = {t|−(k/2)(ξ+1) <

t < (k/2)(1 − ξ)} であることに注意しよう. |ξ| < 1 − ε より, 1 − ξ > 1 − (1 − ε) = ε > 0,

1 + ξ > 1 + (−1 + ε) = ε > 0 となるので, k → ∞ とすると端点 (k/2)(1− ξ), −(k/2)(1 + ξ) は
それぞれ ∞, −∞ に発散し, µ̂∗k(z|ξ) は µ̂U (z) に収束する. Fatou の補題を用いると,

lim inf
k→∞

rk(πk, µ̂
π
k) ≥ lim inf

k→∞

1

2

∫
|ξ|<1−ε

∫
{µ̂∗k(z|ξ)}

2 f(z)dzdξ

≥1

2

∫
|ξ|<1−ε

∫ {
lim inf
k→∞

µ̂∗k(z|ξ)
}2

f(z)dzdξ

=
1

2

∫
|ξ|<1−ε

dξ

∫ {
µ̂U (z)

}2
f(z)dz

=(1− ε)R(µ, µ̂U ) = (1− ε)R0

となり, ε > 0 の任意性から lim infk→∞ rk(πk, µ̂
π
k) ≥ R0 が成り立つ. 以上から, 命題 3.1が示さ

れる.

3.2 ミニマックス性に対する一般的な条件

前節で用いた Girshick-Savageの方法を用いると,群構造の入った一般的な問題設定のもとで最良
共変推定量がミニマックスなるための条件が得られる. ここでは, Hora, Buehler (1966)により与え
られた枠組みで説明する. X を確率変数, (X ,B)をX の可測空間, Θを母数空間, P = {Pθ : θ ∈ Θ}
を母数により識別可能な確率分布族とし, 次の仮定をみたすものとする.

(A1) 群 G = {g} と可測空間 (G,BG) があり, 任意の g ∈ G と任意の G ∈ BG に対して
γ(gG) = γ(G) をみたす左不変 Haar 測度 γ(·) が存在する. 各 g ∈ G に対して, Pgθ(gA) = Pθ(A)

となる Θ 上の 1対 1変換群 g がとれて, G = {g : g ∈ G} は可測であるとする.

(A2) U を可測空間とし, X と G × U の間の写像 X ↔ (T,U) は 1対 1対応であり, gX は
(gT, U) に対応するものとする. 統計量 U は G について最大不変量である.

(A3) Θ と G の間の写像 θ ↔ gθ は 1対 1対応であり, gθ は g gθ に対応するものとする. また
gθ は G では gθ に対応するとする.

(A4) U を与えたときの T の条件付き確率密度関数 p(g−1
θ t|u) が存在し, A ∈ B に対して,

Pθ[A] =
∫
A p(g

−1
θ t|u)p(u)γ(dt)γ(du) と表されるとする. ここで, p(·) は, U 上の測度 γ(·) に関す

る周辺密度関数とする.
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測度 ν(·) を ν(dg) = γ(dg−1) で定義すると, これは, 右不変 Haar 測度となる. このとき, 最良
共変推定量は, 右不変 Haar 測度 ν(dg) に対する一般化ベイズ推定量になる. これを θ̂U で表す.

θ̂U がミニマックスになるための十分条件は, 群 G 上に確率測度の列 γj(·) で, 任意の g ∈ G と G
上の任意の有界な可測関数 ψ に対して limj→∞

∫
{ψ(ag)− ψ(a)}γj(da) = 0 となることが知られ

ている. しかし, 母数空間が制約されているときには, この結果を用いることができない. そこで,

前節の Girshick-Savage の方法を用いることによって, 母数が制約されているときのミニマックス
性に関する条件を求めてみると次のようになる.

(A5) 母数空間 Θ が制約されており, この制約が gθ ∈ D と表されるとする. また D ⊂ G ⊂ Rr

とする.

(A6) Ξ を r 次元の立方体 [−1, 1]r とする. 部分集合の列 Dk と 1対 1関数 hk(·) : Dk ↔ Ξ で,

次の条件をみたすものが存在すると仮定する.

(A6-1) ∪∞
k=k0

Dk = D, (k0 ≥ 1)

(A6-2) V (Dk) =
∫
Dk
ν(dgθ) とおき, A ∈ Ξ に対して γk(A) = ν(h−1

k (A)) とおく. ξ = hk(gθ)

とし, I(·) を指標関数とするとき, hk(Dk) =
∏r

i=1[−1 + ai,k, 1 + bi,k] と表されて, 不等式

(3.4)

∫
hk(Dk)

f(ξ)γk(dξ)/V (Dk) ≥
1

2r + ck

∫
I
(
ξ ∈

r∏
i=1

[−1 + ai,k, 1 + bi,k]
)
f(ξ)dξ,

が成り立ち, limk→∞ ai,k = limk→∞ bi,k = limk→∞ ck = 0, (i = 1, . . . , r) をみたすものとする.

(A6-3) gθg ∈ Dk すなわち [h−1
k (ξ)]g ∈ Dk が g ∈ D̃k(ξ) と表現できるとする. 十分小さい

ε > 0 と任意の ξ ∈
∏r

i=1[−1 + ai,k + ε, 1 + bi,k − ε] に対して, ξ に依存しない部分集合の列 D∗
k

で, ∪∞
k=k1

D∗
k = G, (k1 ≥ 1) とD∗

k ⊂ D̃k(ξ) をみたすものが存在する.

定理 3.1 条件 (A1) から (A6) のもとで, 最良共変推定量 θ̂U は母数空間が制約されているとき
にもミニマックスになる.

定理 3.1 は，命題 3.1 と Kubokawa, Marchand, Strawderm, Turcotte (2012) と同様にして示
される. この定理と関連した統一的な結果として, Marchand, Strawderman (2012) は, ある推定
量が制約されていない推定問題においてミニマックスならば制約されていてもミニマックス性を
維持できるための一般的な条件を導出した.

3.3 位置尺度分布族の例

例 3.1 (位置分布族) 確率変数X = (X1, . . . , Xn)が位置母数をもつ密度関数 f(x1−µ, . . . , xn−µ)
に従い, µが D = {µ ≥ a0}に制約されているとする. この場合, T = X1, U = (X2−X1, . . . , Xn−
X1) に対応する. 定理 3.1 の条件 (A6) がみたされることを確かめてみよう.

G = R, γ(dµ) = ν(dµ) = dµ, Dk = {µ|a0 < µ < a0 + k}, V (Dk) = k とする. ξ = hk(µ) =

(2/k)(µ− a0)− 1 とおくと, hk(Dk) = [−1, 1], γk(dξ) = (k/2)dξ,
∫
hk(Dk)

f(ξk)γk(dξk)/V (Dk) =

(1/2)
∫
[−1,1] f(ξ)dξ となり, (A6-2) が成り立つ.

ξ ∈ [−1+ε, 1−ε]に対して, µ = h−1
k (ξ) = a0+(k/2)(ξ+1)となるので, D̃k(ξ) = {[h−1

k (ξ)]−1g; g ∈
Dk} = {µ−a0−(k/2)(ξ+1); a0 < µ < a0+k} = (−(k/2)(ξ+1), (k/2)(1−ξ)) ⊃ (−(k/2)ε, (k/2)ε) ≡
D∗

k が成り立つ. limk→∞D∗
k = R より, (A6-3) がみたされ, ミニマックス性が成り立つ. 尺度分布

族についても, 確率変数を対数変換すると位置分布族に帰着されるので, 同様な結果が成り立つ.
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次に, 位置尺度分布族について考えてみよう. 確率変数 X = (X1, . . . , Xn) が, 密度関数
σ−nf((x1 − µ)/σ, . . . , (xn − µ)/σ)) に従うとし,

D = {(µ, σ)|µ > c0σ + a0, σ > b0}

に制約されているとする. ここで, a0, b0, c0 は b0 ≥ 0, −∞ ≤ a0, c0 < ∞ をみたす定数とし,

T = (|X2 −X1|, X1), U = ((X2 −X1)/|X2 −X1|, . . . , (Xn −X1)/|X2 −X1|) に対応する.

例 3.2 (片側制約の場合) [1] a0 > −∞, b0 > 0 の場合. c0 = 0 のときには dk = k とし, c0 ̸= 0

のときには dk = log k とする. k → ∞ のとき, 次の性質をみたす.

(a) c0 = 0 のとき, ε > 0 に対して (k/dk)d
ε/2
k → ∞

(b) c0 ̸= 0 のとき, dk/k → 0, dk → ∞
定理 3.1 の条件 (A6-1)-(A6-3) を調べる. この場合, D = {(σ, µ)|a0 + c0σ < µ, b0 < σ},

G = R+ ×R, Dk = {(σ, µ)|a0 + c0σ < µ < a0 + c0σ + k, b0 < σ < b0dk}, V (Dk) = k log dk が
成り立つ. ξ1 = (2/ log dk) log(σ/b0) − 1, ξ2 = (2/k)(µ − a0 − c0σ) − 1 とおく. ξ = (ξ1, ξ2) =

hk((σ, µ)) とおくと, hk(Dk) = [−1, 1]2, γk(dξ) = {(k log dk)/4}dξ,
∫
hk(Dk)

f(ξ)γk(dξ)/V (Dk) =

(1/4)
∫
[−1,1]2 f(ξ)dξ となり, (A6-2)が成り立つ.

任意の ξ ∈ [−1+ε, 1−ε]2に対して, (b, a) = h−1
k (ξ)とおくと, b = b0d

(1+ξ1)/2
k , a = (k/2)(1+ξ2)+

a0 + c0b0d
(1+ξ1)/2
k となるので, {[h−1

k (ξ)]−1(σ, µ); (σ, µ) ∈ Dk} = {(σ/b, (µ − a)/b); (σ, µ) ∈ Dk}
となり, σ/b, (µ− a)/b が不等式

d
−(1+ξ1)/2
k <

σ

b
< d

(1−ξ1)/2
k ,

c0
σ

b
−
d
−(1+ξ1)/2
k

b0
{k
2
(1 + ξ2) + c0b0d

(1+ξ1)/2
k }

<
µ− a

b
< c0

σ

b
+
d
−(1+ξ1)/2
k

b0
{k
2
(1− ξ2)− c0b0d

(1+ξ1)/2
k }

をみたす. 1− ξi > ε, 1 + ξi > ε に注意する. 最初の不等式は, d
−ε/2
k < σ/b < d

ε/2
k によりみたさ

れ, これは, dk → ∞, (k → ∞) とすると, (0,∞) に広がる. また, ２番目の不等式も

k

d
(1+ξ1)/2
k

{
c0
σ

b

d
(1+ξ1)/2
k

k
− ε

2b0
− c0
k

}
<
µ− a

b
<

k

d
(1+ξ1)/2
k

{
c0
σ

b

d
(1+ξ1)/2
k

k
+

ε

2b0
− c0
k

}
によりみたされる. ここで,

σ

b

d
(1+ξ1)/2
k

k
<d

(1−ξ1)/2
k

d
(1+ξ1)/2
k

k
<
dk
k
,

k

d
(1+ξ1)/2
k

=
k

dk
d
(1−ξ1)/2
k >

k

dk
d
ε/2
k

に注意する. dk は条件 (a) もしくは (b) をみたすので, (µ− a)/b の下限は −∞, 上限は ∞ に発
散する. 従って, (A6-3) が成り立ち, ミニマックス性が成り立つ. [2] a0 = −∞, b0 > 0 の場合, [3]

a0 > −∞, b0 = 0 の場合も同様に考えることができる.

例 3.3 (両側制約の場合) 定数 a1, a2, (a2 > a1), 正の定数 b0 に対して

D = {(σ, µ)|a1 < µ < a2, 0 < σ < b0}
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なる制約を考える. これは µ が両側から制約を受ける場合である.

この場合, kb0 > 1 なる k に対して Dk = {(σ, µ)|a1 < µ < a2, b0/k < σ < b0} とおくと
V (Dk) = (a2−a1) log k となる. ξ1 = (2/ log k) log(σ/b0)+1, ξ2 = {2/(a2−a1)}{µ−(a1+a2)/2}
とおく. ξ = (ξ1, ξ2) = hk((σ, µ)) とおくと, hk(Dk) = [−1, 1]2, γk(dξ) = {(a2 − a1) log k)/4}dξ,∫
hk(Dk)

f(ξ)γk(dξ)/V (Dk) = (1/4)
∫
[−1,1]2 f(ξ)dξ となるので, (A6-2) が成り立つ.

任意の ξ ∈ [−1 + ε, 1 − ε]2 に対して, (b, a) = h−1
k (ξ) とおく. このとき, b = b0k

(ξ1−1)/2,

a = {(a2 − a1)/2}ξ2 + (a1 + a2)/2 となるので {[h−1
k (ξ)]−1(σ, µ); (σ, µ) ∈ Dk} = {(σ/b, (µ −

a)/b); (σ, µ) ∈ Dk} となり, σ/b, (µ− a)/b は不等式

k−(1+ξ1)/2 <
σ

b
< k(1−ξ1)/2,

−a2 − a1
2b0

(1 + ξ2)k
−(ξ1−1)/2 <

µ− a

b
<
a2 − a1
2b0

(1− ξ2)k
−(ξ1−1)/2

をみたす. これらの不等式は, k−ε/2 < σ/b < kε/2,

−a2 − a1
2b0

εk−ε/2 <
µ− a

b
<
a2 − a1
2b0

εk−ε/2

によってみたされ, k → ∞ のとき範囲が (0,∞), (−∞,∞) に広がるので, (A6-3) がみたされる.

従って, ミニマックス性が成り立つ.

3.4 凸多面錐に制約されている場合のミニマックス性

平均の代表的な順序制約は凸多面錐への制約として捉えることができ, そのときの一般化ベイズ
推定量の性質が Tsukuma, Kubokawa (2008) により議論された. 確率変数 X = (X1, . . . , Xp)

t の
分布が Np(µ, Ip) に従い, 平均ベクトル µ = (µ1, . . . , µp)

t が凸多面錐

D = {µ|rtiµ ≤ αi, i = 1, . . . , q} = {µ|Rµ ≤ α}

に制約されているとする. ここで, R = (r1, . . . , rq)
t は q × p 行列, 既知でランク q (≤ p) とし,

α = (α1, . . . , αq)
tは既知のベクトルとする. この制約は,例えば, D1 = {µ|µi ≥ 0, i = 1, 2, . . . , p},

D2 = {µ|µ1 ≤ µ2 ≤ · · · ≤ µp}, D3 = {µ|µ1 ≤ µi, i = 2, 3, . . . , p}, D4 = {µ|µ1 ≤ · · · ≤ µℓ ≥
· · · ≥ µp}, D5 = {µ|µi+1 − µi ≤ µi+2 − µi+1, i = 1, . . . , p− 2} を含んでいる.

制約された母数の推定方法としては, 制約された最尤推定量 (REML) や D 上に一様分布を
想定したときの一般化ベイズ推定量が代表的で, 一般化ベイズ推定量は µ̂GB(X) =

∫
D ξf(X −

ξ)dξ/
∫
D f(X − ξ)dξ で与えられる. どちらが望ましいかについては, 例えば制約 D2 を考えた場

合, µi と µi+1 の REML が同じ推定値を与える場合があるのに対して, 一般化ベイズ推定量はそ
れぞれの成分に対して異なっていてしかも単調増加する推定値を与える点で好ましいと思われる
が, p 重積分を計算する必要が生ずる点で計算上の困難さを伴っている. まず, 定理 3.1 から, 次の
命題が成り立つ.

命題 3.2 D に制約された母数の推定問題において, 最良共変推定量 X はミニマックスになる. ま
た定理 2.1 の Hartigan の結果から, 一般化ベイズ推定量 µ̂GB はミニマックスになる.

X は明らかに非許容的であるが, µ̂GB の許容性についてはどうなるであろうか. １つの可能性
として, p ≥ 3 のとき, Stein 効果により µ̂GB は縮小推定量

µ̂SH = α∗ +

{
1− p− 2

∥µ̂GB(X)−α∗∥2

}
(µ̂GB(X)−α∗)
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により改良されるという予想が立てられる. ここで, α∗ = Rt(RRt)−1αである. しかし, µ̂GB に含
まれる積分範囲 D が複雑であるときには µ̂SH のリスク評価は簡単でない. Tsukuma, Kubokawa

(2008)は, q < pのときR1p = 0q が成り立ち, µ̂GB が p-次元ベクトル q(X)を用いて µ̂GB(X) =

X +Rtq(X) と表され, 1tpµ̂
GB(X) = 1tpX をみたすことに注意して, µ̂GB の非許容性の証明に

成功した. また p = 1, 2 のときの許容性を制約 D1 と D2 のときに示している.

定理 3.2 p ≥ 3 のとき, 凸多面錐 D に制約された一般化ベイズ推定量 µ̂GB は µ̂SH により改
良される. すなわち, µ̂SH はミニマックスになる. 特に制約が D1, D2 で与えられるときには,

p = 1, 2 のとき µ̂GB は許容的である.

この定理は, James, Stein (1961) の結果を凸多面錐へ拡張したものである. 制約 D1 で, p = 1

のときの一般化ベイズ推定量の許容性は Katz (1961) により示されている.

4 両側から制約されている場合のミニマックス性と非ミニマックス性

前節で扱われた制約は, 直感的には片側からの制約で, もう片方が無限に広がる空間をもつこと
になるので, 最良共変推定量はミニマックス性を維持できると考えられる. では, 両側から制約を受
ける場合にはミニマックス性を保持できないと予想されるが, これは正しいであろうか. 実は, こ
の問題は, 分散が既知の場合と未知の場合とで異なった結果を与えることが知られている. こうし
た結果を含め, この節では, 両側から制約されている母数空間における推定問題について解説する.

4.1 最良共変推定量の非ミニマックス性と関連する結果

Casella, Strawderman (1981) は, X が N (µ, 1) に従う確率変数とし, µ が両側から制約される
ときの µの推定問題を扱った. 例えば, µが Bd = {µ | |µ| ≤ d}に制約されているとしよう. ここで
d は正の定数である. 彼らは, µ の両端 µ = ±d に等しい確率 P [µ = −d] = 1/2, P [µ = d] = 1/2

をもつ事前分布を考えた. このときのベイズ推定量は

(4.1) µ̂BU = d tanh(dX) = d
edX − e−dX

edX + e−dX

と表されるが, Casella, Strawderman (1981) は, 直接 µ̂BU のリスクを評価することによって,

d ≤ 1.0567 のときに µ̂BU がミニマックスになることを証明した. このことから, 最良共変推定
量 X はミニマックスでないことがわかる. この事実は多くの研究者の興味を引き, Bickel (1981),

Berry (1990), Marchand, Perron (2001, 2005) などにより関連する研究がなされてきた.

µ̂BU の ミニマックス性は，d が小さいとき, すなわち制約空間 Bd が狭いときに成り立つこと
からわかるように，両側制約の研究は技術的に扱いが難しく未解決な問題が多いように思われる.

Bd 上の一様分布を事前分布にとったときのベイズ推定量は

µ̂FU =

∫ d
−d µ exp{−(X − µ)2/2}dµ∫ d
−d exp{−(X − µ)2/2}dµ

= X −
∫ X+d
X−d z exp{−z

2/2}dz∫ X+d
X−d exp{−z2/2}dz

で与えられる. Hartigan (2004) は µ̂FU が X を改良することを示し, Marchand, Strawderman

(2005), Kubokawa (2005b) は, 一般の位置分布族のもとで X を改良する推定量のクラスを求め,
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その中に µ̂FU が入っていることを示した. µ̂FU はミニマックスではないが, 自然な形の推定量で
あり, すべての d に対して X を改良している.

平均 µ が Bd に制限されるときの最尤推定量は µ̂ML = min{max{X,−d}, d} で与えられる. ２
乗損失のもとでは µ̂ML は解析的でないので（一般化）ベイズ推定量で表現することができない.

このことは, 一般論から µ̂ML が許容的でないことを意味する. ところが, Iwasa, Moritani (1997)

は, 絶対損失関数 |µ̂− µ| に関しては µ̂ML はある事前分布に対してベイズ推定量になっていると
いう, 極めて興味深い結果を証明した. このことは, 解析的でない推定量 µ̂ML であっても絶対損
失のもとでは許容的になりうることを意味する.

4.2 Moors の方法

Moors (1981) は, 推定問題が対称性をもっているとき, 対称性の情報を用いることによって推定
量を改良する方法を提案した. Marchand, Strawderman (2004) は, その方法を母数の両側制約の
問題に適用した. 確率変数 X が位置母数をもつ密度関数 f(x− µ) に従い, µ ∈ Bd とし, f(·) は
既知で対称な関数とする. 符号変換に関して共変な推定量のクラスは,

(4.2) µ̂ϕ(X) = ϕ(|X|)X/|X|

と書かれる. このとき, |X| を与えたときの条件付き期待値を考えることにより, µ̂ϕ のリスクは次
のように表される.

補題 4.1 推定量 µ̂ϕ の２乗損失に関するリスクは,

R(µ, µ̂ϕ) = E[µ2 − {a|X|(µ)}2] + E[
{
ϕ(|X|)− a|X|(µ)

}2
]

と表される. ここで, aw(µ) は次で与えられる.

aw(µ) = µ
f(w − µ)− f(w + µ)

f(w − µ) + f(w + µ)

定理 4.1 集合 A(w) を A(w) = {aw(µ)| − d ≤ µ ≤ d} とする. ϕ(w) の A(w) への射影を ϕ0(w)

とおき, ϕ0(w) をもった推定量 (4.2) を µ̂ϕ0 とおく. このとき, R(µ, µ̂ϕ0) ≤ R(µ, µ̂ϕ) が成り立つ.

正規分布のときには, aw(µ) = µ tanh(µw) となり, aw(µ) は |µ| に関して単調増加するので,

A(w) = [0, d tanh(dw)] となる. (4.1) より, 両端点に等確率をもつ事前分布に対するベイズ推定量
は, µ̂BU = d tanh(d|X|)X/|X| とかけるので, 区間 A(|X|) の最大点は µ̂BU により与えられるこ
とがわかる. 定理 4.1 より, (4.2) で与えられる推定量が µ̂BU により改良される必要十分条件は
d tanh(dw) ≤ ϕ(w), w > 0, となる. 特に, 最尤推定量は µ̂ML = min(|X|, d)X/|X| と表されるの
で, µ̂BU が µ̂ML を改良する必要十分条件は, d ≤ 1 となることがわかる.

Marchand, Perron (2001) は, 確率変数 X が p-変量正規分布 Np(µ, Ip) に従う場合へ拡張した.

ここで, µ は, 半径 d の球 Bd,p = {µ ∈ Rp|∥µ∥ ≤ d} へ制約されているとする. このとき, 直交共
変な推定量は µ̂ϕ(X) = ϕ(∥X∥)X/∥X∥ であり, 最尤推定量 µ̂ML = min(d, ∥X∥)X/∥X∥ もこ
のクラスに入る. Marchand, Perron (2001) は, Bd,p の境界上の一様分布を事前分布とするベイズ
推定量 µ̂BU を導出し, これが最尤推定量を改良するための十分条件は d ≤ √

p で与えられること
を示した. Marchand, Perron (2005) は, この結果の球面対称分布への拡張を行った.
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4.3 分散が未知の場合

平均が有界で分散 σ2 が未知のとき, すなわち, 次のような制約空間を考えてみると,

(4.3) {(µ, σ)∥|µ| ≤ d, 0 < σ <∞}

例 3.3 で示したように, 最良共変推定量はミニマックスになってしまう (Kubokawa (2005a)). 分
散が既知のときにはミニマックスでないので, 分散が既知と未知の場合の間で最良共変推定量のミ
ニマックス性が異なることを意味している. この現象は, µ が有界でも, µ/σ が有界でないことか
ら生ずると思われる.

Kubokawa (2005a) は, µ/σ が有界である場合を考え, Marchand, Strawderman (2005) の結果
を分散が未知のモデルへ拡張した. X, S は互いに独立な確率変数で X ∼ N (µ, σ2), S/σ2 ∼ χ2

m

に従うとする. χ2
m は自由度 m のカイ２乗分布を表している. 推定量は損失関数 (µ̂− µ)2/σ2 に

関して評価されるものとする. まず, d > 0 に対して, 母数空間が

B∗
d = {(µ, σ)∥|µ| ≤ dσ, 0 < σ <∞},

に制約されている場合を考える. これは, 変動係数 µ/σ が両側から有界な区間 |µ/σ| ≤ d に制約
されていることを意味する. Kubokawa (2005a) は, 絶対連続な関数 ϕ(·) に対して

(4.4) µ̂ϕ = X −
√
S
X

|X|
ϕ
(
|X|/

√
S
)

なる形の, 尺度変換に関して共変な推定量のクラスを考え, Marchand, Strawderman (2005) の論
法と IERD 法を用いて次の定理を示した.

定理 4.2 ϕ(w) が次の条件をみたすと仮定する.

(a) ϕ(0) = 0

(b) ϕ(w) は非減少関数とする.

(c) ϕ(w) ≤ ϕU (w), ここで ϕU は g(w) =
√
w2/(1 + w2) に対して次で与えられる.

ϕU (w) =

∫ ∞

0

∫ √
vw+d

√
vw−d

ue−u2/2v(m−1)/2e−v/2dudv

∫ ∞

0

∫ √
vw+d

√
vw−d

e−u2/2vm/2e−v/2dudv

=
(1 + w2)−(m+1)/2

∫∞
0

{
edg(w)

√
z − e−dg(w)

√
z
}
z(m+1)/2−1e−z/2dz∫∞

w

∫∞
0 (1 + y2)−(m+3)/2

{
edg(y)

√
z − e−dg(y)

√
z
}
z(m+3)/2−1e−z/2dzdy

このとき, µ̂ϕ は X を改良する.

この結果から次のような推定量が X を改良することが示される.

[1] 事前分布 πFU (µ, σ) に対する一般化ベイズ推定量 µ̂FU . πFU (µ, σ) は, σ2 を与えたときの µ

の条件付き分布が, {µ| − dσ < µ < dσ} 上の一様分布とし, σ2 の密度が σ−2dσ2 の形をしている
とする. このとき, µ̂FU は次のように書かれる.

µ̂FU =

∫∞
0

∫ dσ
−dσ µσ

−(m+5)e−{(X−µ)2+S}/(2σ2)dµdσ2∫∞
0

∫ dσ
−dσ σ

−(m+5)e−{(X−µ)2+S}/(2σ2)dµdσ2
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[2] 事前分布 πBU (µ, σ) に対する一般化ベイズ推定量 µ̂BU . πBU (µ, σ) は, σ2 を与えたときの µ

の条件付き分布が P [µ = dσ|σ] = P [µ = −dσ|σ] = 1/2 で与えられ, σ2 の密度が σ−1dσ2 とする.

このとき, µ̂BU は次で与えられる.

µ̂BU = d

∫∞
0 [e−(X−dσ)2/(2σ2) − e−(X+dσ)2/(2σ2)]σ−(m+3)e−S/(2σ2)dσ2∫∞
0 [e−(X−dσ)2/(2σ2) + e−(X+dσ)2/(2σ2)]σ−(m+4)e−S/(2σ2)dσ2

この場合は, X の改良は d ≤ 1 のとき成り立つ.

[3] 打ち切り推定量 µ̂TR. em = Γ((m + 1)/2)/{
√
2Γ((m + 2)/2)} に対して, 次の形で与えら

れる.

µ̂TR =

{
min{X, dem

√
S +X2}, if X > 0,

max{X, −dem
√
S +X2}, if X < 0,

= X −
√
S
X

|X|
max

(
|X|√
S

− dem

√
1 +

X2

S
, 0

)

また, 制約空間 B∗
d のもとでは, X はつねに縮小推定量 µ̂SR = d2(1 + d2)−1X により改良され,

このリスクの上限は X のリスクより小さい. このことは, X が任意の d に対してミニマックスで
も許容的でもないことを意味している.

5 正に制約された平均の和の推定

この節では, 各位置母数が正に制約されているときにその線形結合の推定問題を考える. 正規分
布の平均に関して制約された母数空間上の一様分布に対する一般化ベイズ推定量を考えると, 定理
2.1, 命題 3.2 が同時推定の枠組みでミニマックスになることを示しているのに対して, 平均の和の
推定を考えたときには必ずしもミニマックスにならないことを示してみよう. これは, Kubokawa

(2012), Kubokawa, Strawderman (2011a, b) の一連の論文の中で与えられており, その内容を解
説する.

5.1 一般化ベイズ推定量の非ミニマックス性

X1, . . . , Xp を互いに独立な確率変数とし,各 Xi の密度関数が fi(xi−µi)で与えられ,位置母数が
正に制約されている, すなわち µi > 0, i = 1, . . . , pとする. X = (X1, . . . , Xp)

t, x = (x1, . . . , xp)
t,

µ = (µ1, . . . , µp)
t, f(x−µ) =

∏p
i=1 fi(xi−µi)とし, E[X2

i ] <∞とする. このとき, µi の線形結合
θ =

∑p
i=1 aiµi = atµ を推定する問題を考える. ここで, ai は実数であり, a = (a1, . . . , ap)

t とす
る. ci = E[Xi−µi] とおくと µ̂Ui = Xi− ci が µi の不偏推定量なので, θ̂U =

∑p
i=1 aiµ̂

U
i が θ の不

偏推定量になり, しかもミニマックスになっている. 制約された空間を D = {(µ1, . . . , µp)t|µi > 0}
とおくと, D 上の一様分布に対する一般化ベイズ推定量は

θ̂GB = atµ̂GB =

∫
D
atξf(X − ξ)dξ/

∫
D
f(X − ξ)dξ

で与えられる.

θ̂GB のミニマックス性を調べるために, まず p = 2 の場合をみてみよう. θ̂GB が µ̂i(ϕi) =

Xi−ϕi(Xi) に対して θ̂(ϕ1, ϕ2) = a1µ̂1(ϕ1)+ a2µ̂2(ϕ2) なる推定量のクラスに入ることは (2.2) か
らわかる. このとき, 次の命題が成り立つ.
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命題 5.1 i = 1, 2 に対して, ϕi(w) が次をみたすとする.

(a) ϕi(w) は非減少で, limw→∞ ϕi(w) = ci

(b) ϕi(w) ≥ ϕGB
i (w) =

∫ w
−∞ ufi(u)du/

∫ w
−∞ fi(u)du

このとき, a1a2 ≤ 0 ならば, θ̂(ϕ1, ϕ2) はミニマックスである.

証明. θ̂U がミニマックスになるので, θ̂U と θ̂(ϕ1, ϕ2) のリスクの差を調べてみる. そこで,

R(µ1,µ2, θ̂
U )−R(µ1, µ2, θ̂(ϕ1, ϕ2))

=a21{R(µ1, µ̂U1 )−R(µ1, µ̂1(ϕ1))}+ a22{R(µ2, µ̂U2 )−R(µ2, µ̂2(ϕ2))}
− 2a1a2E[µ̂1(ϕ1)− µ1]E[µ̂2(ϕ2)− µ2].

となり, 定理 2.2 より, R(µi, µ̂
U
i ) ≥ R(µi, µ̂i(ϕi)), i = 1, 2, であることがわかる. また E[µ̂i(ϕi)−

µi] = E[Xi − µi − ϕi(Xi)] = ci −E[ϕi(Xi)] となり, 条件 (a) より E[µ̂i(ϕi)− µi] ≥ 0 となるので,

命題が成り立つ.

特に, 一般化ベイズ推定量に対しては, 命題 2.1 より, µi = 0 で R(0, µ̂Ui ) = R(0, µ̂GB
i ) となる

ので,

R(0, 0, θ̂U )−R(0, 0, θ̂GB) = −2a1a2E0[µ̂
GB
1 ]E0[µ̂

GB
2 ]

と書ける. 従って, 次の命題を得る.

命題 5.2 一般化ベイズ推定量 θ̂GB = a1µ̂
GB
1 + a2µ̂

GB
2 がミニマックスになる必要十分条件は

a1a2 ≤ 0 である.

一般の p の場合には, Λ+ = {i|ai > 0}, Λ− = {i|ai < 0} に対して θ+ =
∑

i∈Λ+
aiµi, θ− =

−
∑

i∈Λ−
aiµi とおくとき, θ は θ = θ+ − θ− と書けることに注意して, 命題 5.2 を用いると, 次の

結果を得る.

命題 5.3 一般化ベイズ推定量 θ̂GB がミニマックスになる必要十分条件は p = 1 もしくは p = 2

で a1a2 ≤ 0 である. 従って, p ≥ 3 のとき, θ̂GB はミニマックスでない.

5.2 最尤推定量の非ミニマックス性

θ の推定として, 打ち切り推定量 µ̂TR
i = max{Xi− ci, 0} の線形結合 θ̂TR =

∑p
i=1 aiµ̂

TR
i を取り

上げてみると, ミニマックス性の必要十分条件はどのような形で与えられるのだろうか. 特に, 正規
分布のときには, θ̂TR は θ の最尤推定量になっているので, ミニマックス性が維持されているか否
かを調べることは興味深い. Fi(z) =

∫ z
−∞ fi(u)du に対して Bi(µi) =

∫ ci−µi

−∞ (z− ci+µi)fi(z)dz =∫ ci−µi

−∞ Fi(z)dz, Li(µi) = −
∫ ci−µi

−∞ (z − ci)Fi(z)dz とおく.

命題 5.4 打ち切り推定量 θ̂TR がミニマックスになる必要十分条件は, すべての部分集合 C+ ⊂ Λ+,

C− ⊂ Λ− に対して, ∑
i∈C+

∑
ℓ∈C+,ℓ ̸=i

aiaℓBi(0)Bℓ(0) ≤2
∑
i∈C+

a2iLi(0),∑
j∈C−

∑
ℓ∈C−,ℓ̸=j

ajaℓBj(0)Bℓ(0) ≤2
∑
j∈C−

a2jLj(0)
(5.1)

が成り立つことである.
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特に, f1(z) = · · · = fp(z) = f(z)の場合には, Kf = 2L(0)/{B(0)}2+1とおくと, 条件 (5.1)は,

(5.2)
(∑
i∈C+

ai

)2
/
∑
i∈C+

a2i ≤ Kf ,
(∑
i∈C−

ai

)2
/
∑
i∈C−

a2i ≤ Kf

と書き直すことができる. さらに, |a1| = · · · = |ap| = a となる場合を考えると, 条件 (5.2) は次の
ように簡単になる.

命題 5.5 f1(z) = · · · = fp(z) = f(z), |a1| = · · · = |ap| = a の場合を考える. このとき, 打ち切り
推定量 θ̂TR がミニマックスになる必要十分条件は, max{p+, p−} ≤ Kf となる. ただし, p+, p−

はそれぞれ Λ+, Λ− の個数であり, p+ + p− = p をみたす.

正規分布のときを考えると, 標準正規分布の密度関数 ϕ(·), 累積分布関数 Φ(·) を用いて B(·),
L(·) は B(µi) = ϕ(µi)− µiΦ(−µi), L(µi) = {Φ(−µi) + µiB(µi)}/2 と表される. B(0) = 1/

√
2π,

L(0) = 1/4 より, Kf = 2L(0)/{B(0)}2 + 1 = π + 1 となる.

命題 5.6 θ =
∑p

i=1 µi の最尤推定量 θ̂ML がミニマックスになる必要十分条件は p ≤ π + 1 とな
る. すなわち, p ≤ 4 のとき θ̂ML はミニマックスであるが, p ≥ 5 のときミニマックスでない.

0 1 2 3 4

0.
6

0.
8

1.
0

1.
2

1.
4

1.
6

location parameter

ra
tio

 o
f M

S
E

s

k=1

k=4

k=5

k=8

図 1: 最尤推定量と不偏推定量のリスクの比 R(µ, θ̂ML)/R(µ, θ̂U ) (p = 1, 4, 5, 8, 0 < µ < 4)

µ1 = · · · = µp = µ の場合には, 最尤推定量のリスクは

R(µ, θ̂ML) = p− pΦ(−µ)− pµB(µ) + p(p− 1){B(µ)}2

と表されるが, この値を p = 1, 4, 5, 8, 0 < µ < 4 に対して図示したのが 図 1 である. この図か
ら, 最尤推定量は p = 1, 4 のときミニマックスになるものの p = 5, 8 ではミニマックス・リスクの
値を超えてしまうことが確かめられる. 命題 5.6 は, Shinozaki, Chang (1999) によって示された.

Fernandez, Rueda, Salvador (2000) は他の分布への拡張を行っている. 正規分布以外にも様々な
分布に対して Kf の値を求めることができ, ミニマックス性と非ミニマックス性の条件が与えられ
る. 代表的な分布については, 表 1 でまとめられている.
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表 1: Kf の値と打ち切り推定量のミニマックス性・非ミニマックス性の条件

分布 Kf ミニマックス性 非ミニマックス性
N (0, 1) π + 1 p ≤ 4 p ≥ 5

T3 π2/2 + 1 p ≤ 5 p ≥ 6

両側指数分布 5 p ≤ 5 p ≥ 6

ロジスティック分布 π2/{6[log(2)]2}+ 1 p ≤ 4 p ≥ 5

U(−1, 1) 11/3 p ≤ 3 p ≥ 4

指数分布 (e− 1)2 p ≤ 2 p ≥ 3

5.3 ミニマックス推定と許容的ミニマックス推定

これまでは, θ の一般化ベイズ推定量や最尤推定量が p が大きいときミニマックスにならないこ
とを示してきた. ここでは, すべての p に対してミニマックス性が成り立つような打ち切り推定量
と許容的な推定量を求めてみよう.

まず, ミニマックスな打ち切り推定量を求めるために, θ̂U+ =
∑

i∈Λ+
aiµ̂

U
i , θ̂

U
− =

∑
i∈Λ−

aiµ̂
U
i に

対して, θ̂TR∗
+ = max{θ̂U+, 0}, θ̂TR∗

− = max{θ̂U−, 0} とおき,

θ̂TR∗ = θ̂TR∗
+ − θ̂TR∗

−

なる打ち切り推定量を考える. このとき, θ̂TR∗ のリスクは, R(µ, θ̂TR∗) = E[(θ̂TR∗
+ − θ+)

2] +

E[(θ̂TR∗
− − θ−)

2] − 2E[θ̂TR∗
+ − θ+]E[θ̂TR∗

− − θ−] と書かれる. ここで, θ+ > 0, θ− > 0 より,

E[(θ̂TR∗
+ − θ+)

2] ≤ E[(θ̂U+ − θ+)
2], E[(θ̂TR∗

− − θ−)
2] ≤ E[(θ̂U− − θ−)

2] であり, E[θ̂U+] = θ+ より

E[θ̂TR∗
+ − θ+] = E[θ̂TR∗

+ − θ̂U+] = E[max{θ̂U+, 0} − θ̂U+] = E[max{0,−θ̂U+}] > 0

となり, 同様にして E[θ̂TR∗
− − θ−] > 0 となるので, 次の命題が成り立つ.

命題 5.7 打ち切り推定量 θ̂TR∗ はすべての p ≥ 1 に対してミニマックスになる.

θ̂TR∗ はミニマックスになるものの, 一般化ベイズの形で表せないので非許容的である. そこで,

正規分布のもとで, 許容的でしかもミニマックスな推定量を求めてみよう. i = 1, . . . , p に対して
Xi ∼ N (µi, 1), µi > 0, を仮定する. µ = (µ1, . . . , µp)

t の事前分布 π∗(µ) として, i ∈ Λ+ に対して
は確率１で µi = αiξ+, j ∈ Λ− に対しては確率 1で µj = βjξ− とし, また ξ+, ξ− は 制約された空
間 {(ξ+, ξ−)|ξ+ > 0, ξ− > 0} 上を一様分布すると仮定する. ここで, αi = ai

∑
j∈Λ+

aj/
∑

j∈Λ+
a2j ,

βj = aj
∑

i∈Λ−
ai/
∑

i∈Λ−
a2i である. A2 =

∑
i∈Λ+

α2
i , B2 =

∑
i∈Λ−

a2i とおき, z1 = θ̂U+/
√
A2,

z2 = θ̂U−/
√
B2 とおく. このとき, 事前分布 π∗ に対する θ の一般化ベイズ推定量は

θ̂GB∗ =

∫
D(

√
A2ξ1 −

√
B2ξ2) exp{−∥ξ − z∥2/2}dξ∫

D exp{−∥ξ − z∥2/2}dξ
(5.3)

=
√
A2{z1 − ϕGB∗(z1)} −

√
B2{z2 − ϕGB∗(z2)},

と書かれる. ここで, ϕGB∗(w) =
∫ w
−∞ u exp{−u2/2}du/

∫ w
−∞ exp{−u2/2}du である.

定理 5.1 事前分布 π∗ に対する一般化ベイズ推定量 θ̂GB∗ は, すべての p ≥ 1 に対してつねに許
容的でしかもミニマックスになる.
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5.4 分散の Stein 推定量との関係

最後に, 正規分布の平均が正に制限される問題が, 分散の Stein 推定と関係していること, ２標
本の正の平均の差の推定問題が分散の比の Stein 推定に関係していることを説明しよう.

通常の線形回帰モデル y = Xβ+ ϵ を考える. ここで, y は n-次元の観測ベクトル, X は n× p

説明変数行列でランク p, β は p-次元係数ベクトル, 誤差項 ϵ は N (0, σ2In) に従うとする. β の
最小２乗推定量は β̂ = (XtX)−1Xty であり, 残差平方和を S = (y − Xβ̂)t(y − Xβ̂) とおく.

m = n− p とおくと, σ2 の不偏推定量は σ̂2U = S/m であり, σ2 の Stein 推定量は

σ̂2S = min{S/m, (S + β̂
t
XtXβ̂)/n}

で与えられる. Stein (1964) の論法から, Stein 損失もしくはエントロピー損失のもとで σ̂2S は
σ̂2U を一様に改良していることが示される. Rukhin (1992) は, この結果が, 正規分布の正の平均
の推定において不偏推定量が最尤推定量により改良される結果と漸近的に同等であることを示し
た. 具体的には,

(B1) p = n− dn, dn > 0, dn = O(nδ), 0 ≤ δ < 1

(B2) XtX/n が正定値行列に収束し, 次のような正の定数 θ が存在することを仮定する.

lim
n→∞

√
mβtXtXβ/(nσ2) =

√
2θ

Y を N (θ, 1) に従う確率変数とすると, これらの条件のもとで,

√
m(σ̂2U − σ2)/σ2 →−

√
2(Y − θ),

√
m(σ̂2S − σ2)/σ2 →−

√
2(max{Y, 0} − θ).

が示され, 正規分布の正の平均の推定問題に帰着される.

次に, 2つの回帰モデル yi = Xiβi + ϵi, ϵi ∼ N (0, σ2i In), i = 1, 2 を考えよう. 変数や β̂i,

Si を上述のものと同様に定義し，分散の比 ρ = σ22/σ
2
1 の推定問題を考える. σ2i の不偏推定量

を σ̂2Ui = Si/m, Stein 推定量を σ̂2Si = min{σ̂2Ui , (Si + β̂
t

iX
t
iXiβ̂i)/n} とし, 比に対する 2つの

推定量を ρ̂U = σ̂2U2 /σ̂2U1 , ρ̂S = σ̂2S2 /σ̂2S1 とするとき, Kubokawa (1994b), Kubokawa, Srivastava

(1996) は ρ̂S が ρ̂U を一様に改良することを示した. 上記の (B1) と次を仮定する.

(B2′) i = 1, 2 に対して, Xt
iXi/n は正定値行列に収束し, 次をみたす正の定数 θi が存在する.

lim
n→∞

√
mβt

iX
t
iXiβi/(nσ

2
i ) =

√
2θi

このとき Yi を Yi ∼ N (θi, 1), i = 1, 2, なる確率変数とすると, 上述の条件のもとで

√
m(ρ̂U − ρ) → (σ22/σ

2
1){(Y1 − Y2)− (θ1 − θ2)},

√
m(ρ̂S − ρ) → (σ22/σ

2
1){(max(Y1, 0)−max(Y2, 0))− (θ1 − θ2)}

が示される. これは, 分散の比の Stein 推定が正規分布の正の平均の差の推定に漸近的に帰着され
ることを意味しており, 正の平均の差の推定を考える動機付けを与えている. 正の平均の和の推定
は, 分散の積の Stein 推定に対応していると思われるが, 正の平均の和の推定については, 一般化
ベイズ推定量は不偏推定量を改良できない一方で, 最尤推定量は改良できることを前節で示した.

分散の積の推定に関しては, Stein 型推定量の優越性は示せるのだろうかは興味深い問題である.
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6 おわりに

この論文では, 位置母数分布族において位置母数に不等式制約が入っているときの推定問題を中
心に, ミニマックス性や許容性, ベイズ的性質など統計的決定理論の視点から, これまでの研究成
果を解説してきた.

位置母数以外にも不等式制約, 順序制約が想定される問題として, 分散に関する制約も考えられ
る. 例えば, 変量効果モデルを考えると, いくつかの分散の間に不等式が自然に組み込まれること
になる. Tsukuma, Kubokawa (2011) は, こうした問題に対して改良するための方法論を展開して
いる. 多変量の変量効果モデルを考えると, 共分散行列の間に不等式制約が入ることになるが, こ
の問題については Srivastava, Kubokawa (1999), Kubokawa, Tsai (2006) で議論されている.

最近では, 予測分布の予測問題への拡張も取り上げられ, Fourdrinier, Marchand, Righi, Straw-

derman (2011) は, 分散が既知の多変量正規分布のもとでは, 点推定の一連の結果はすべて予測問
題へ移し替えることができることを示した. 従って, この論文の中で与えられた平均の制約に関す
る結果は予測問題においても成り立つことになる. しかし, この結果は分散が未知の正規分布や他
の分布へ適用することができない. Kubokawa, et al . (2012) は, 一般的な群が埋め込まれている予
測問題において, 母数空間が制約されているときのミニマックス性の条件を与えている. また位置
母数が制約されているときの一般化ベイズ予測分布のミニマックス性を示している.

2 節で解説したように, 制約された母数空間上に一様分布をもつ事前分布に対する一般化ベイズ
推定量が最良共変推定量を改良するための方法として提示された Hartigan の方法と IERD 法は
大変興味深い. Hartigan の方法の限界は分散が既知の正規分布の場合でしかも事前分布が一様分
布の場合しか利用できないことにある. この限界を超える手法の確立は可能なのかは興味深い問
題であり, 今後の研究に期待したい.
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Estimation in Restricted Parameter Spaces

Tatsuya Kubokawa
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Abstract

In estimation of parameters in restricted spaces, several interesting and surprising results

have been developed from a decision-theoretic point of view. For instance, in estimation of a

normal mean with a known variance, the sample mean is minimax in the case that the mean is

bounded from one side, but it is not minimax in the case of the mean bounded from both sides.

Nevertheless, the sample mean becomes minimax even in the case of the mean bounded from

both sides if the variance of the normal distribution is unknown. This surprising example inspires

us to study more about estimation of the restricted parameter. In this paper, we review several

topics in estimation of restricted parameters and explain the interesting results and phenomena

derived in the literature from a decision-theoretic aspect.
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